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Abstract: We present one-loop contributions for   with   and   in the   exten-
sion of the standard model.  In the phenomenological results,  the signal strengths for   at  the Large Hadron
Collider and for   at future lepton colliders are analyzed in the physical parameter space for both the vec-
tor and chiral   models. We found that the contributions from the neutral gauge boson   to the signal strengths
are  rather  small.  Consequently,  the  effects  will  be  difficult  to  probe  at  future  colliders.  However,  the  impacts  of
charged Higgs and CP-odd Higgs in the chiral   model on the signal strengths are significant and can be meas-
ured with the help of the initial polarization beams at future lepton colliders.
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I.  INTRODUCTION

h→ γγ h→ Zγ

h→ ℓℓ̄γ ℓ = νe,µ,τ,e,µ

h→ γγ,Zγ h→ ℓℓ̄γ

The precise measurements of the decay rates and pro-
duction  cross-sections  of  the  standard-model-like  Higgs
boson (SM-like Higgs boson) h are primary targets at the
High-Luminosity  Large  Hadron  Collider  (HL-LHC)  [1,
2]  as  well  as  future  lepton colliders  (LCs)  [3].  From the
measured data, we can probe accurately the properties of
the  SM-like  Higgs  boson.  In  this  perspective,  the  nature
of  the  scalar  Higgs  potential  can be  discovered.  In  other
words, we  can  deeply  understand  the  electroweak   spon-
taneous symmetry breaking (EWSB). The updated meas-
urements  for  the  Higgs  boson  production  cross-sections
and  decay  rates  at  ATLAS  and  CMS  can  be  found  in
Refs.  [4,  5]  and  the  references  therein.  Moreover,  the
loop-induced  processes    and    have  been
measured  at  the  LHC  [6–12].  More  recently,  the  decay
processes    with    have  also  received
significant  attention  at  the  LHC  [13–16].  Together  with

, the decay processes   provide import-
ant  information  for  testing  the  standard  model  (SM)
[17–19] and the constraining parameters in many of bey-
ond the standard models (BSMs) [19].

One-loop  contributions  for  the  decay  processes

h→ ℓℓ̄γ

h→ ℓℓ̄γ

h→ ℓℓ̄γ

h→ ℓℓ̄γ

h→ ℓℓ̄γ
U(1)B−L

Z′

SU(2)L ×SU(2)R×
U(1)Y SU(3)L ×U(1)X

SU(4)L ×U(1)X

h→ ℓℓ̄γ

 have been performed in Refs. [20–27] in the SM.
In  the  framework  of  the  two  Higgs  doublet  models
(THDM),  one-loop  decay  processes    have  been
evaluated  in  Refs.  [28,  29].  Recently,  one-loop  expres-
sions for   in general BSM frameworks have been
presented  in  Refs.  [30, 31].  We have  derived  alternative
presentations for one-loop contributions of   in the
Higgs  extension  of  the  standard  model  (HESM) [32].  In
[32], the computations have addressed the 't Hooft-Feyn-
man (HF)  gauge and confirm the  results  in  our  previous
studies  [30,  31]  in  the  unitary  gauge.  We  note  that  all
contributions  of  singly  and  doubly  charged  Higgses
propagating in the loop diagrams have been taken into ac-
count  in  Ref.  [32].  It  is  well-known that  there  also  exist
many new  gauge  bosons  exchanging  in  the  loop   dia-
grams of the decay processes   in other BSMs. For
example,  in  the  simplest    extension  for  the  SM
[33–42], a neutral   gauge boson exists. In the left-right
models  (LR)  constructed  from  the 

  [43–45],  3-3-1  models  ( )  [46–52],
3-4-1 models ( ) [52–57], etc., new charged
gauge bosons as well as new neutral gauge bosons are in-
cluded.  Therefore,  one-loop formulas for  the decay rates
of    in  the  above-mentioned  models  are  of  great
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h→ ℓℓ̄γ

h→ ℓℓ̄γ

h→ ℓℓ̄γ ℓ = νe,µ,τ,e,µ
e−e+→ hγ U(1)B−L

h→ ℓℓ̄γ U(1)B−L

Z′

interest.  The  calculations  for    in  the  HF  gauge
have  several  advantages  as  discussed  in  [32]. It  is   diffi-
cult  to  derive  general  one-loop  formulas  for    in
the HF  gauge  for  the  arbitrary  BSM  as  we  have   per-
formed in [31]. Because of the couplings of new particles
to Goldstone bosons, ghost particles depend on the mod-
els  under  consideration.  Owing  to  gauge  invariance,  the
contribution  from  Goldstone  bosons,  ghost  particles
propagating in the loop will  be cancelled out at  the final
results.  The  cancellations  within  the  vector  boson  loop
with their Goldstone bosons. The ghost particles exchan-
ging  in  the  loop  may  not  be  the  same  in  the  different
BSMs. For this reason, in this work, we compute the one-
loop  contribution  for    with    and

 in the   extension of the SM in the HF
gauge.  In  comparison  with  the  work  in  [31],  we  present
alternative  expressions  for  the  one-loop  contribution  for

 in the HF gauge within the   models. This
work  also  extends  the  results  in  [32]  by  adding  the  new
contributions  of  the  neutral  gauge  boson    as  well  as
heavy neutrinos in the models.

Zγ,γγ

e−e+→
hγ

e−e+→ hγ
h→ ℓℓ̄γ

U(1)B−L

In  another  aspect,  the  couplings  of  the  Higgs  boson
with    can  be  probed  by  measuring  the  cross-sec-
tions  of  the  Higgs  boson  production  associated  with  a
photon at future LCs. It is important to note that the tree-
level  cross-section  for  this  process  is  proportional  to  the
electron mass, and the process follows the electromagnet-
ic gauge symmetry. Therefore, it is a significant contribu-
tion  from  the  one-loop  level.  As  a  result,  the  cross-sec-
tion is rather small because, compared with the LHC, the
LC has a cleaner background. The new physic signals are
thus easily extracted from the background. With the high-
luminosity designed at future LCs [3], the signal of Higgs
boson production associated with a photon can be probed.
Many  computations  for  one-loop  corrections  to 
 at future LCs in the SM are available [58–60], such as

those in  many frameworks of  the HESM [61–63] and in
the minimal supersymmetric standard model [64]. In this
work,  we  show  that  cross-sections  of    can  be
derived  by  using  one-loop  form  factors  in  .  The
results are also valid in the SM, within the   exten-
sion of the standard model, and can be extended to other
BSMs.

h→ ℓℓ̄γ
e−e+→ hγ

B−L
h→ ℓℓ̄γ

Z′

MNi ∼ TeV e−e+→
hγ

Z′

In the phenomenological  studies,  we present the first
results of analyzing the signal strengths for   at the
LHC  and  for    at  future  LCs  in  the  physical
parameter space for both vector and chiral   models.
For the decay processes  , we focus on the possib-
ility to probe the heavy neutral gauge boson   as well as
the charged Higgs and CP-odd Higgs at the LHC. For this
reason,  we  are  interested  in  the  case  of  heavy  neutrinos
scenario ( ). For the production process 
 at future LCs, the signal strengths are examined by in-

cluding the  initial  beam polarization  effects.  The   contri-
butions  of  the  neutral  gauge  boson  ,  charged  Higgs,

CP-odd Higgs, as well as additional neutrinos are invest-
igated in further detail at future LCs.

U(1)B−L

h→ ℓℓ̄γ
e−e+→ hγ

Our  work  is  organized  as  follows.  In  Sec.  II,  the
 extension of  the SM is  reviewed in more detail.

In  Sec.  III,  we  present  the  concrete  evaluations  for  one-
loop form factors for the decay channels   and for
the process  . The phenomenological results for
the  processes  are  discussed  in  Sec.  IV.  The  conclusions
and outlook are included in Sec. V. In the appendices, we
calculate all  the couplings related to the processes under
consideration. 

U(1)B−LII.  REVIEW OF  EXTENSION OF THE
STANDARD MODEL

U(1)B−L

U(1)B−L U(1)B−L

SU(3)C ⊗SU(2)L ⊗U(1)Y

⊗U(1)B−L

U(1)

In this section, following [33], we review in detail the
 model, one of the simplest extensions of the SM.

The  model  enlarges  the  SM  gauge  group  with  a  new
gauge  symmetry  .  The    extension  model
then  follows  the  gauge  group 

. As a result, the Yang-Mills Lagrangian includ-
ing the mixing of two   abelian gauge groups is modi-
fied as follows: 

LY M = −
1
4

Ga,µνGa,µν−
1
4

Wa,µνWa,µν−
1
4

BµνBµν

− 1
4

XµνXµν−
κ

2
BµνXµν (1)

Ga,µν, Wa,µν

SU(3)C ,SU(2)L Bµν Xµν
U(1)Y

U(1)B−L

U(1)Y

U(1)B−L

where   correspond to the field strengths of the
gauge  groups  ,  whereas    and    are
the  field  strengths  of  the  gauge  groups    and

,  respectively.  Considering the mixing term (kin-
ematic  mixing  case),  we  have  to  perform  the  following
rotation  for  two  gauge  bosons  in  the  groups  of  ,

:  (
B̃µ
X̃µ

)
=

(
1 κ

0
√

1− κ2

)(
Bµ
Xµ

)
. (2)

U(1)Y U(1)B−L g,g′ gX

SU(2)L,U(1)Y U(1)B−L

U(1)Y YX U(1)B−L

B−L B−L

Here,  κ  is  the  mixing  parameter  between  the  gauge
groups   and  . We note that   ( ) are the
couplings  of  the  ,  ( )  gauge  groups,
respectively. In this paper, we note the hypercharge Y for
the    gauge  group  and    for  the    gauge
group. The model is classified into two types of models,
the  vector   model  and  the  chiral   model  [33].
These models  are  studied  in  further  detail  in  the   follow-
ing subsections. 

B−LA.    Vector  model
B−L

Ni i = 1,2,3
In  the  vector    model,  we  have  three  additional

right  handed  neutrinos  (RHNs,    for  )  and  a
new complex scalar singlet field χ,  which is required for
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U(1)B−Lthe spontaneous symmetry breaking (SSB) of the 
gauge.  In this  version,  the matter  fields,  scalar  fields are
listed  with  their  quantum  numbers  in  the  following
Table 1.

The Higgs sector is given by 

LH =LK −V(Φ,χ). (3)

Here, the kinematic part reads as 

LK = (DµΦ)†DµΦ+ (Dµχ)†Dµχ (4)

V(Φ,χ)and the scalar potential   is given by 

V(Φ,χ) = m2
χ(χ
∗χ)+

1
2
λχ(χ∗χ)2+m2

Φ(Φ†Φ)

+
1
2
λΦ(Φ†Φ)2+λΦχ(χ∗χ)(Φ†Φ). (5)

The  fields  Φ  and  χ  are  parameterized  for  spontaneous
symmetry breaking as follows: 

Φ =
1√
2

( √
2G±

vΦ+R1+ iI1

)
, χ =

1√
2

(vχ+R2+ iI2). (6)

G±

W± I1, I2

G0
1,2

Z′

Here, the Goldstone bosons   are giving the masses for
the   bosons, whereas the   fields are mixed togeth-
er, being neutral Goldstone bosons  . They play a role
for giving masses to the gauge bosons Z and  , respect-
ively. The minimization for the scalar potential leads to a
system of equations as follows: 

m2
χ+
λχ
2

v2
χ+
λΦχ
2

v2
Φ = 0, (7)

 

m2
Φ+
λΦ
2

v2
Φ+
λΦχ
2

v2
χ = 0. (8)

V(Φ,χ)
m2
χ,m

2
Φ

(R1,R2)

From  the  minimization  conditions  for  ,  one  can
present    in  terms  of  the  remaining  parameters  in
the potential. As a result, the mass matrix for the neutral
scalar components is collected on the basis of   as
follows: 

M2
S =

Ñ
v2
ΦλΦvΦvχλΦχ

vΦvχλΦχv2
χλχ

é
. (9)

(h,H)

To  diagonalize  the  matrix  in  Eq.  (9)  for  obtaining  the
Higgs physical  masses  of  neutral  Higgses,  one  first   per-
forms  the  rotation  that  shows  the  relation  of    and

(R1,R2). The rotation matrix takes the form of  (
h

H

)
=

(
cθ −sθ
sθ cθ

)(
R1

R2

)
(10)

with mixing angle 

t2θ =
2λΦχvΦvχ
λχv2

χ−λΦv2
Φ

. (11)

The  masses  of  the CP-even  Higgs  scalars  take  then  the
form of 

M2
h =

1
2

[v2
ΦλΦ+ v2

χλχ−
»

(v2
ΦλΦ− v2

χλχ)2+4v2
Φv2
χλ

2
Φχ],

(12)

 

M2
H =

1
2

[v2
ΦλΦ+ v2

χλχ+
»

(v2
ΦλΦ− v2

χλχ)2+4v2
Φv2
χλ

2
Φχ].

(13)

M2
h ≤ M2

H

Mh ∼ 125
In this work, we assume that  , h being the SM-
like Higgs boson with   GeV.

From the kinematic term of the scalar sector, we col-
lect  the  mass  matrix  of  the  neutral  gauge  bosons.  This
term is given by 

LK ⊃
1
2

VT
0 M2

GV0, (14)

where 

 

B−L

Ni

Table  1.      Table  of  matter  fields,  scalar  bosons  with  their
charge quantum numbers of the vector   model. We omit
the  index  of  generations  of  matter  particles  in  this  Table.  In
this paper, we note   as three RHNs for later uses.

Fields SU(3)c ⊗SU(2)L ⊗U(1)Y ⊗U(1)B−L

LL 1,2,− 1
2
,−1( )

QL 3,2,
1
6
,

1
3

( )

eR 1,1,−1,−1( )

νR 1,1,0,−1( )

uR 3,1,
2
3
,

1
3

( )

dR 3,1,− 1
3
,

1
3

( )

Φ 1,2,
1
2
,0( )

χ 1,1,0,2( )

h→ ℓℓ̄γ e−e+→ hγ U(1)B−LOne-loop contributions for   and   in   extension of the standard model Chin. Phys. C 48, 053101 (2024)
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VT
0 =
Ä

Bµ W3µ Xµ
ä
and

M2
G =

â 1
4

g′2v2
Φ −1

4
gg′v2

Φ 0

−1
4

gg′v2
Φ

1
4

g2v2
Φ 0

0 0 g′21 v2
χ

ì
. (15)

U(1)Y ,U(1)B−L

(B̃µ X̃µ)

ṼT
0 = (B̃µ W3µ X̃µ)

ṼT
0 = (B̃µ W3µ X̃µ)

When  we  consider  the  mixing  of  two 
gauges,  one  first  uses  the  rotation  matrix  in  Eq.  (2)  for
obtaining  the  basis  .  To  find  the  physical  masses
of gauge bosons, we have to diagonalize the mass matrix
in the basis  . First, the mass matrix of the
neutral  gauge  bosons  in  the  kinetic  term  diagonalized
basis   can be collected as follows:
 

LK ⊃
1
2

ṼT
0 S T M2

GS Ṽ0 =
1
2

ṼT
0 M̃2

GṼ0, (16)

where
 

S =

â
1 0 − κ√

1− κ2

0 1 0

0 0
1√

1− κ2

ì
,

M̃2
G = S T M2

GS =



1
4

g′2v2
Φ −1

4
gg′v2

Φ

1
4

g′g̃tv2
Φ

−1
4

gg′v2
Φ

1
4

g2v2
Φ −1

4
gg̃tv2

Φ

1
4

g′g̃tv2
Φ −1

4
gg̃tv2

Φ

1
4

g̃2
t v2
Φ+g′′21 v2

χ


(17)

g̃t = −
g′κ√
1− κ2

B̃µ Wµ
3 , X̃

µ Aµ Zµ,Z
′µ

with  the  new  coupling  .  By  changing  the
basis  from  ,    to  the  one in  ,  ,  we have
the mass eigenstates for physical gauge bosons. The rela-
tion is shown in the following rotation matrix as
 Ü

B̃µ
Wµ

3

X̃µ

ê
=

Ü
cW −sWcBL sW sBL

sW cWcBL −cW sBL

0 sBL cBL

êÜ
Aµ
Zµ
Z′µ

ê
.

(18)

sW(cW) = sinθW(cosθW) sBL(cBL) = sinθBL(cosθBL)Here,   and 
are mixing angles  of  gauge bosons.  In  the  above formu-
las, we have the following parameters:
 

t2(BL) =
2g̃t

√
g2+g′2

g̃2
t +16

Å
vχ

2vΦ

ã2

g′′21 −g2−g′2
with

g
′′
1 =

g′1√
1− κ2

=
gXqX√
1− κ2

. (19)

Z
′The masses of the physical gauge bosons A, Z, and   are

expressed as 

MA = 0, M2
Z,Z′ =

1
8

(
Cv2
Φ∓
»
−D+ v4

ΦC2
)
, (20)

where 

C = g2+g′2+ g̃2
t +16

Å
vχ

2vΦ

ã2

g
′′2
1 ,

D = 16v2
Φv2
χ(g

2+g′2)g
′′2
1 . (21)

B̃ X̃
The  covariant  derivative  with  the  kinetic  mixing  can  be
expressed in terms of the orthogonal fields   and   as 

Dµ = ∂µ− igsT aGa
µ− igT aWa

µ − ig′YB̃µ

− i
Å

gXYX
1√

1− κ2
−g′Y

κ√
1− κ2

ã
X̃µ

= ∂µ− igsT aGa
µ− igT aWa

µ

− ig′YB̃µ− i (g̃XYX + g̃tY) X̃µ. (22)

g̃X = gX
1√

1− κ2
κ→ 0

Here,  .  In  the  case  of  the  non-kinematic
mixing gauge, taking , one has the covariant derivat-
ive as 

Dµ = ∂µ− igsT aGa
µ− igT aWa

µ − ig′YBµ− igXYX Xµ. (23)

The neutrino masses in this model are generated by a
seesaw  mechanism  that  will  be  shown  in  the  Yukawa
Lagrangian, namely, 

−LY =LS M +YνL̄Φ̃νR+
YM

2
ν̄c

RνRχ+H.c

⊃ YνvΦ√
2
ν̄LνR+

Yνcθ√
2
ν̄LhνR+

yMvΦ
2
√

2
ν̄c

RνR

− yM sθ
2
√

2
ν̄c

RhνR+H.c. (24)

Φ̃ = iσ2Φ
∗ mD =

YνvΦ√
2

MR =
yMvχ√

2

where  ,  the  Dirac  mass  is ,  and  the

Majorana  mass  is  .  The  Yukawa  Lagrangian
shows that the χ field generates the Majorana mass and Φ
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generates the Dirac masses for the RHNs.
The fermion Lagrangian is given by 

L f =LS M
f + iν̄RγµDµνR

= iq̄LγµDµqL + iūRγµDµuR+ id̄RγµDµdR

+ il̄LγµDµlL + iēRγµDµeR+ iν̄RγµDµνR. (25)

All couplings involving the processes under consider-
ation are presented in the following Tables 2, 3, 4, 5.  In
Table 2, the third column is presented for the couplings in
the  second  column  by  changing  the  bare  parameters  to
physical  parameters  accordingly.  The  last  column
presents the results of the corresponding couplings in the

limit of non-kinematic mixing.

Z′
Table  3 presents  the  couplings  of  the  SM-like  Higgs

to Z  and    related  to  the  computed  processes.  The  last
column lists the results of the corresponding couplings in
the case of non-kinematic mixing.

In Table  4,  three  gauge  boson  vertices  related  to  the
processes  are  presented.  The  corresponding  couplings  in
non-kinematic mixing are listed in the last column results.

Z f f Z′ f f
Y f

X

PL,R =
1−γ5

2
g̃X = gX/

√
1− κ2

In  Table  5,  all  the  couplings  of    and    are
presented.  Hypercharge    takes the  corresponding   val-

ues  for  f  presented  in  Table  1.  Here,    and
.  Again,  the  corresponding  couplings  in

the case of non-kinematic mixing are presented in the last
 

MW =
gvΦ

2
,

e = gsW = g′cW g̃t = −g′
κ√

1− κ2

Table  2.      Couplings  related  to  the  processes  under  consideration.  In  some  cases,  we  have  used  the  following  relations:

 and  .

Vertices Mixing Mixing (physical parameters) Non-mixing

hW−W+
g2vΦ

2
cθgµν

eMW

sW
cθgµν −

hW+G−
g
2

cθ(ph
µ − pG−

µ )
e

2sW
cθ(ph

µ − pG−
µ ) −

hW−G+
g
2

cθ(pG+
µ − ph

µ)
e

2sW
cθ(pG+

µ − ph
µ) −

AW±G∓
gg′cW vΦ

2
gµν eMW gµν −

AG+G−
gsW +g′cW

2
(p+µ − p−µ ) e(p+µ − p−µ ) −

ZG+G− [
gcW −g′sW

2
cBL +

g̃t

2
sBL](p+µ − p−µ ) [

ec2W

s2W
cBL +

g̃t

2
sBL](p+µ − p−µ )

e c2W

s2W
(p+µ − p−µ )

Z′G+G− [
−gcW +g′sW

2
sBL +

g̃t

2
cBL](p+µ − p−µ ) [

−ec2W

s2W
sBL +

g̃t

2
cBL](p+µ − p−µ ) 0

ZW±G∓
gvΦ

2
[−g′sW cBL + g̃t sBL] gµν MW [−e

sW

cW
cBL + g̃t sBL] gµν − eMW sW

cW
gµν

Z′W±G∓
gvΦ

2
[g′sW sBL + g̃tcBL] gµν MW [e

sW

cW
sBL + g̃tcBL] gµν 0

hG+G− λΦvΦ
(

cθ +
vΦ
vχ

sθ)+2m2
Φ

sθ
vχ

M2
h

vΦ
cθ −

 

Z′

MW =
gvΦ

2
,e = gsW = g′cW s2(BL) = 2sBLcBL

Table 3.    Couplings of the SM-like Higgs to Z and   related to the processes under consideration. In some cases, we have used the
following relations:  . Here,  .

Vertices Mixing κ = 0, sBL = 0Non-mixing ( )

hZZ′ [g̃2
XY2

Xvχsθ s2(BL) −
1
2

(
e

sW cW
cBL − g̃t sBL)× (

e
sW cW

sBL + g̃tcBL)vΦcθ]gµν 0

hZZ [2g̃2
XY2

Xvχsθ s2
BL +

vΦcθ
2

(
e

sW cW
cBL − g̃t sBL)2]gµν

Å
eMW

c2
W sW

cθ

ã
gµν

hZ′Z′ [2g̃2
XY2

Xvχsθ c2
BL +

vΦcθ
2

(
e

sW cW
sBL + g̃tcBL)2]gµν

(
2g2

XY2
Xvχsθ

)
gµν

 

Table 4.    Couplings of three gauge boson vertices related to the processes under consideration.

Vertices Mixing Non-mixing

AρW−ν W+µ e[(p1 − p3)νgρµ − (p1 − p2)ρgµν − (p2 − p3)µgρν] −

ZρW−ν W+µ e
cW

sW
cBL[(p1 − p3)νgρµ − (p1 − p2)ρgµν − (p2 − p3)µgρν] −|cBL→1

Z′ρW−ν W+µ −e
cW

sW
sBL[(p1 − p3)νgρµ − (p1 − p2)ρgµν − (p2 − p3)µgρν] 0
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column results. 

B−LB.    Chiral  model

U(1)B−L B−L
B−L

In  this  section,  we  discuss  another  version  of  the
  extension  of  the  SM,  which  is  the  chiral 

model.  In  this  version  of  the   model,  together  with
three right-handed neutrinos, we have an extra doublet φ
and  an  scalar  singlet σ.  The  matter  field  contents,  scalar
fields, and their quantum numbers are presented in Table
6. The  generation  indices  for  matter  particles  are   sup-
pressed.

χd

This model  also  adds  an  additional  scalar  Dark  mat-
ter  ,  which plays a role of dark matter.  In general,  the
scalar sector takes the form of 

LH =LK −V(Φ,φ,σ,χd)

= (DµΦ)†DµΦ+ (Dµφ)†Dµφ+ (Dµσ)†Dµσ

+ (Dµχd)†Dµχd −V(Φ,φ,σ,χd). (26)

Here, the covariant derivative is defined in (23). The scal-
ar potential is expressed as follows: 

V (Φ,φ,σ,χd) = m2
σ (σ∗σ)+

1
2
λσ (σ∗σ)2

+m2
Φ

(
Φ†Φ

)
+

1
2
λΦ
(
Φ†Φ

)2
+m2

φ

(
φ†φ
)
+

1
2
λφ
(
φ†φ
)2

+m2
χd

(
χ∗dχd

)
+

1
2
λχd

(
χ∗dχd

)2−µ
(
Φ†φ

)
σ

−µ
(
φ†Φ

)
σ∗+λΦσ

(
Φ†Φ

)
(σσ∗)

+λφσ
(
φ†φ
)

(σσ∗)+λΦφ1

(
Φ†Φ

)(
φ†φ
)

+λΦφ2

(
Φ†φ

)(
φ†Φ

)
+λΦχd

(
Φ†Φ

)(
χ∗dχd

)
+λφχd

(
φ†φ
)(
χ∗dχd

)
+λσχd (σ∗σ)

(
χ∗dχd

)
.

(27)

Φ,φThe fields  ,  and σ can be written for the SSB as fol-
lows: 

Φ =
1√
2

( √
2G±1

vΦ+R1+ iI1

)
,

 

φ =
1√
2

( √
2G±2

vφ+R2+ iI2

)
, σ =

1√
2

(vσ+R3+ iI3) (28)

U(1)B−L

In  this  role,  the  fields  Φ  and  φ  break  the  electroweak
symmetry,  whereas  the  scalar  fields  σ  and  φ  break  the

  symmetry. The  minimization  for  the  scalar   po-
tential leads to the following system of equations:
 

2m2
Φ+λΦv2

Φ+λΦσv2
σ+ (λΦφ1 +λΦφ2 )v2

φ−
√

2µvφvσ
vΦ

= 0,

(29)

 

2m2
σ+λσv2

σ+λΦσv2
Φ+λφσv2

φ−
√

2µvΦvφ
vσ

= 0, (30)

 

2m2
φ+λφv

2
φ+λφσv2

σ+ (λΦφ1 +λΦφ2 )v2
Φ−
√

2µvΦvσ
vφ

= 0.

(31)

The  mass  matrix  for  charged  Higgs  is  then  collected  in

 

MW =
gvΦ

2
,

e = gsW = g′cW Y f
X PL,R =

1−γ5

2
g̃X =

gX√
1− κ2

Table  5.      Couplings  related  to  the  processes  under  consideration.  In  some  cases,  we  have  used  the  following  relations:

. Hypercharge   takes the corresponding values for f presented in Table 1. Here,   and  .

Vertices Mixing Non-mixing

Zµ f̄ f − e
sW cW

γµ[(I
f
3 − s2

W Q f )PL − s2
W Q f PR]cBL

−γµ[(g̃XY f
X + g̃tY fL )PL + (g̃XY f

X + g̃tY fR )PR]sBL −|κ→0,cBL→1

Z′µ f̄ f
e

sW cW
γµ[(I

f
3 − s2

W Q f )PL − s2
W Q f PR]sBL

−γµ[(g̃XY f
X + g̃tY fL )PL + (g̃XY f

X + g̃tY fR )PR]cBL −gX Y f
Xγµ

 

B−L

Ni i = 1,2,3

Table  6.      Matter  fields  and  their  quantum  numbers  of  the
chiral   model. We omit the index of generations of mat-
ter particles in this Table. In this work, we note right handed
neutrinos as   for   for latter uses.

Fields SU(3)C ⊗SU(2)L ⊗U(1)Y ⊗U(1)B−L

LL 1,2,−1/2,−1( )

QL 3,2,1/6,1/3( )

eR 1,1,−1,−1( )

uR 3,1,2/3,1/3( )

dR 3,1,−1/3,1/3( )

ν1R 1,1,0,5( )

ν2,3R 1,1,0,−4( )

Φ 1,2,1/2,0( )

φ 1,2,1/2,−3( )

σ 1,1,0,3( )
χd 1,1,0,1/2( )
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(G±1 ,G
±
2 )term of the basics   as 

M2
± =

1
2

Ü √
2µvσvφ
vΦ

− v2
φλΦφ2 vΦvφλΦφ2 −

√
2µvσ

vΦvφλΦφ2 −
√

2µvσ

√
2µvσvΦ

vφ
− v2
ΦλΦφ2

ê
(32)

G± H±

G±1 ,G
±
2 G±

W±

After symmetry breaking, this model contains Goldstone
bosons    and  charged  Higgs  ,  which  are  mixed  by

. The Goldstone bosons   give the masses to the
 bosons. The mixing matrix is given by  (

G±

H±

)
=

(
cα sα
−sα cα

)(
G±1
G±2

)
. (33)

(I1, I2, I3)The mass matrix in the basis   can be written as 

M2
I =

1√
2

à µvφvσ
vΦ

−µvσ −µvφ

−µvσ
µvΦvσ

vφ
µvΦ

−µvφ µvΦ
µvΦvφ

vσ

í
(34)

For the neutral  components of Higgs fields,  we have the

following relation:  Ü
G0

1

G0
2

A0

ê
=

Ü
cα sα 0

−sαcβ cαcβ −sβ
−sαsβ cαsβ cβ

êÜ
I1

I2

I3

ê
,

with

tα =
vφ
vΦ
, tβ =

vσv
vΦvφ
.

(35)

G0
1,G

0
2 Z′

A0

After the EWSB,   give the masses for Z and  , re-
spectively.  The  remaining  physical  field    becomes  a
CP-odd Higgs boson. The masses of the charged and CP-
odd Higgses are determined as follows: 

M2
H± =

v2

2vΦvφ
(
√

2µvσ− vΦvφλΦφ2 ), (36)

 

M2
A0
=

µ√
2vΦvφvσ

(v2
Φv2
φ+ v2

σv2). (37)

(R1,R2,R3)
The  mass  matrix  for  neutral  scalars  is  collected  in  the
basis  . It can be expressed in the form of

M2
S =

1
2


2v2
ΦλΦ+

√
2µ

vΦ
vφvσ 2vΦvφλ12−

√
2µvσ 2vΦvσλΦσ−

√
2vφµ

2vΦvφλ12−
√

2µvσ 2v2
φλφ+

√
2µ

vφ
vΦvσ 2vφvσλφσ−

√
2vΦµ

2vΦvσλΦσ−
√

2vφµ 2vφvσλφσ−
√

2vΦµ 2v2
σλσ+

√
2µ

vσ
vΦvφ,

 (38)

λ12 = λΦφ1 +λΦφ2 . M2
Swhere   The matrix   can be diagonal-

ized by an orthogonal matrix as 

OT
S M2

SOS = diag(M2
H1
,M2

H2
,M2

H3
). (39)

Here, the relation between the two basics is given by  Ü
H1

H2

H3

ê
= OS

Ü
R1

R2

R3

ê
(40)

MH1 ≤ MH2 ≤ MH3

h = H1

OS =R23R13R12

For  CP-even  scalar  Higgses,  the  mass  eigenstates  are
ordered  by  their  masses  . In  this   nota-
tion,    is  identified  as  the  SM  Higgs  of  125  GeV.
The  rotation  matrix  is  defined  as  ,  where

each matrix is expressed as follows:
 

R12 =

Ü
c12 −s12 0

s12 c12 0

0 0 1

ê
,R13 =

Ü
c13 0 −s13

0 1 0

s13 0 c13

ê
,

R23 =

Ü
1 0 0

0 c23 −s23

0 s23 c23

ê
(41)

ci j = cosθi j, si j = sinθi j −π
2
≤ θi j ≤

π

2
where   with  .

The rotation matrix for neutral gauge bosons is
 

h→ ℓℓ̄γ e−e+→ hγ U(1)B−LOne-loop contributions for   and   in   extension of the standard model Chin. Phys. C 48, 053101 (2024)

053101-7



Ü
Aµ

Zµ

Z′µ

ê
=

Ü
cW sW 0

−c′BLsW c′BLcW −s′BL

−s′BLsW s′BLcW c′BL

êÜ
Bµ

Wµ
3

Xµ

ê
, with t′2(BL) =

C′

B′

(42)

A,Z,Z′and the masses of  photon   bosons are obtained as
follows: 

MA = 0, M2
Z =

v2

8
(A′−

√
B′2+C′2),

M2
Z′ =

v2

8
(A′+

√
B′2+C′2). (43)

Here, 

A′ = 36
v2
φ+ v2

σ

v2
g2

X+(g2+g′2), B′ = 36
v2
φ+ v2

σ

v2
g2

X−(g2+g′2), C′ = 12gX
v2
φ

v2

√
g2+g′2.

(44)

U(1)Y U(1)B−L

Z′

It is noted that we have not considered the kinematic mix-
ing  of  the  two  gauges    and  .  However,  in
this  report,  we  assume  the  mixing  case  of  two  neutral
gauge bosons Z,  .

The Yukawa Lagrangian of the model can be written as 

−LY = YeL̄ΦeR+YuQ̄Φ̃uR+YeQ̄ΦdR+YνL̄φ̃νR+H.c

⊃Yνvφ√
2
ν̄LνR+H.c (45)

where the φ field generates a Dirac neutrino mass for the
RHNs.  This  model  does not  have a Majorana mass term

νRfor  .
Finally, the  mass  of  dark  matter  from  the  Higgs   po-

tential is given as 

M2
DM =

2m2
χd
+ v2
Φλχd + v2

σλσχd + v2
φλφχd

2
. (46)

Z′

In  this  version,  we  have  two  CP-even  Higges,  one
CP-odd  Higgs,  and  two  charged  Higgses.  Furthermore,
we have three more right handed neutrinos and a neutral
gauge boson  . All these new particles are exchanged in
the loop  Feynman diagrams  of  the  processes  under   con-
sideration.

MW =
1
2

g
»

v2
Φ+ v2

φ, sα =
vφ
v
,

cα =
vΦ
v
, e = gsW = g′cW

All  couplings  relating  to  the  the  computed  processes
are presented in the following Tables 7, 8, 9, 10, and 11.
In several cases, we have used 

.  In  Table  7,  the  third  column
results correspond to the couplings in the second column
by replacing  the  bare  parameters  in  the  Lagrangian  with
the  physical  parameters.  The  last  column  shows  for  the
results of the non-mixing two gauge bosons.

hH±H∓ hG±G∓The couplings of   and   are given by 

ghH±H∓ = λΦvΦc13c12s2
α−λφvφc13s12c2

α

− µ√
2

s13sαcα−
µ√
2

s13sαcα

−λΦσvσs2
αs13−λφσvσc2

αs13

+λΦφ1 [−c13s12s2
αvφ+ c13c12c2

αvΦ]

−λΦφ2 (−vΦc13s12+ vφc13c12)sαcα, (47)
 

 

MW =
1
2

g
√

v2
Φ
+ v2
φ, sα =

vφ
v
,

cα =
vΦ
v
, e = gsW = g′cW B−L c12→ 1,c23→ 1 s′BL→−sBL

Table  7.      Couplings  related  to  the  processes  under  consideration.  In  some  cases,  we  have  used 

. The vector   can be obtained by taking the limits of   and  .

Vertices Mixing Mixing (physical parameters) Non-mixing

hW±W∓
g2

2
(vΦc13c12 − vφc13 s12) gµν

eMW

sW
c
α+1̂2

c13 −

Z′W±G∓ −
gg′sW (cαvΦ + sαvφ)

2
s′BL

− eMW sW

cW
s′BL 0

ZW±G∓ −
gg′sW (cαvΦ + sαvφ)c′BL

2
− eMW sW

cW
c′BL

−|c′BL=1

hW+G−
gc13(c12cα − s12 sα)

2
(ph
µ − pG−

µ )
e

2sW
c
α+1̂2

c13(ph
µ − pG−

µ ) −

hW−G+ − gc13(c12cα − s12 sα)
2

(ph
µ − pG+

µ ) − e
2sW

c
α+1̂2

c13(ph
µ − pG+

µ ) −

AG±G∓
(gsW +g′cW )

2
(p+µ − p−µ )G e(p+µ − p−µ )G −

ZG±G∓
(gcW −g′sW )c′BL

2
(p+µ − p−µ )G e

c2W

s2W
c′BL(p+µ − p−µ )G −|c′BL=1

Z′G±G∓
(gcW −g′sW )s′BL

2
(p+µ − p−µ )G e

c2W

s2W
s′BL(p+µ − p−µ )G 0

AH±H∓
(gsW +g′cW )

2
(p+µ − p−µ )H e(p+µ − p−µ )H −

ZH±H∓
(gcW −g′sW )c′BL

2
(p+µ − p−µ )H e

c2W

s2W
c′BL(p+µ − p−µ )H −

Z′H±H∓
(gcW −g′sW )s′BL

2
(p+µ − p−µ )H e

c2W

s2W
s′BL (p+µ − p−µ )H 0
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ghG±G∓ = λΦvΦc13c12c2
α−λφvφc13s12s2

α

+
µ√
2

s13sαcα+
µ√
2

s13sαcα

−λΦσvσc2
αs13−λφσvσs2

αs13

+λΦφ1 [−c13s12c2
αvφ+ c13c12s2

αvΦ]

+λΦφ2 (−vΦc13s12+ vφc13c12)sαcα. (48)

B−L
c12→ 1,c23→ 1 c13→ cθ vΦ→ v s′BL→−sBL

We stress that the corresponding couplings in the vec-
tor    can  be  derived  by  taking  the  limits  of

,  ,  ,  and  .  In
these limits,  for  example,  the results  of  the third column
in Table  7 are  returned  to  the  third  column couplings  in
Table 2. 

h→ ℓℓ̄γ
e−e+→ hγ U(1)B−L

III.  ONE-LOOP FORM FACTORS FOR 
AND  IN THE  MODELS

h→ ℓℓ̄γ e−e+→ hγ
U(1)B−L

h→ ℓℓ̄γ
e−e+→ hγ

h→ ℓℓ̄γ

One-loop  form factors  for    and    in
the   models are presented in detail in this section.
First,  we  presents  the  calculations  for  one-loop  form
factors for  . We then show that the cross-sections
for    can  be  derived  by  using  one-loop  form
factors in the decay process  .
 

h→ ℓℓ̄γA.    Form factors for the decay process 

h→ ℓℓ̄γ
U(1)B−L

U(1)B−L

gVertices

In  this  section,  we  present  the  calculations  for  one-
loop  form factors  for  the  decay  channels    in  the

 extension of the SM. In this computation, all the
new couplings that appear in the   models are de-
noted as  . For the cases of the couplings of the SM-
like Higgs to the vector boson pair and fermion pair,  we
parameterize as 

ghVV = κhVV ·gSM
hVV , gh f f = κh f f ·gSM

h f f . (49)

B−LAll  the  couplings  from  the    models  involving  the

 

hZZ,hZ′Z′ B−L Y2
X = Y2

X(σ) = Y2
X(φ) = (±3)2

B−L c12→ 1,c23→ 1 s′BL→−sBL

Table 8.      Couplings   in the chiral   model. We have already taken into account  .  The vector
 can be obtained by taking the limits of   and  .

Vertices Mixing Non-mixing

hZZ [2 g2
XY2

X(vσs13 − vφc13 s12)s′2BL +
eMW

sW c2
W

c
α+1̂2

c13c′2BL]gµν −|c′BL=1

hZ′Z′ [2g2
XY2

X(vσs13 − vφc13 s12)c′2BL +
eMW

sW c2
W

c
α+1̂2

c13 s′2BL]gµν −|c′BL=1

hZZ′ [
eMW

2sW c2
W

c
α+1̂2

c13 +g2
XY2

X(vφc13 s12 − vσs13)]s2(BL)′ gµν 0

 

B−L

B−L s′BL→−sBL

Table 9.    Couplings of three gauge bosons in the chiral   model, which are related to the processes under consideration. The vec-
tor   model can be derived by applying  .

Vertices Mixing Non-mixing

AρW−ν W+µ e [(p1 − p3)νgρµ − (p1 − p2)ρgµν − (p2 − p3)µgρν] −

ZρW−ν W+µ
ecW

sW
c′BL [(p1 − p3)νgρµ − (p1 − p2)ρgµν − (p2 − p3)µgρν] −|c′BL=1

Z′ρW−ν W+µ
ecW

sW
s′BL[(p1 − p3)νgρµ − (p1 − p2)ρgµν − (p2 − p3)µgρν] 0

 

Z′ B−L

B−L s′BL→−sBL Y f
X

PL,R =
1−γ5

2
g̃X =

gX√
1− κ2

Table 10.    Couplings of the Z and   bosons to the fermion pair in the chiral   model, which are related to the processes under
consideration.  The  vector   model  can  be  derived  by  applying  .  Hypercharge    takes  the  corresponding values  for  f

presented in Table 1. Here,   and  .

Vertices Mixing Non-mixing

Zµ f̄ f − e
sW cW

γµ[(I
f
3 − s2

W Q f )PL − s2
W Q f PR]c′BL +γµ(gXY f

X)s′BL −|c′BL→1

Z′µ f̄ f − e
sW cW

γµ[(I
f
3 − s2

W Q f )PL − s2
W Q f PR]s′BL −γµ(gXY f

X)c′BL −gXY f
Xγµ

 

B−L

B−L

s′BL→−sBL

u+

Table  11.      Couplings  of  neutral  gauge  bosons  to  Ghost
particles  in  the  chiral    model,  which  are  related  to  the
processes under consideration. The vector   model can be
derived  by  applying  . A  denotes  the  photon  field
and p represents the four momenta of  .

Vertices Mixing Non-mixing

Aū±u∓ ∓ie pµ −

Z′ū±u∓ ∓i
e

sW
cW s′BL pµ 0

Zū±u∓ ∓i
e

sW
cW c′BL pµ ∓i

e
sW

cW pµ
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κh f f κhVV

processes are listed in the Tables in Sec. II. The factored
couplings    and    can  be  easily  obtained  from the
above Tables.

1 (a)

V∗0
V∗0 → ℓℓ̄

V∗0 γ∗,Z∗ Z′∗

1 (b),1 (c)

Within  the  HF  gauge,  all  one-loop Feynman   dia-
grams contributing to the decay process are presented in
the  following  paragraphs.  These  one-loop  diagrams  can
be classified into several groups. In group   (as shown
in  Fig.  1),  we  include  all  one-loop  Feynman  diagrams
having  -poles  contributing  to  the  decay  process.  This
means that we have   involved in these diagrams.
In  the  current  work,    can  be  ,  and  .  In  the
groups    (as  presented in Figs.  2, 3),  other  one-

V∗0

qµi qν3 i = 1,2

loop Feynman diagrams with  -poles are also plotted. In
the  HF  gauge,  we  also  take  into  account  all  fermions,
charged  Higgs,  vector  bosons,  Goldstone  bosons,  and
ghost particles propagating in the loop. As proved in Ref.
[30],  we  only  collect  one-loop  form  factors,  which  are
proportional  to  the    (for  )  appearing  in  Eq.
(50). Hence, all the diagrams in Fig. 2 and Fig. 3 can be
ignored in the present work.

V0 V0

V0

V1,V2

V1,V2 Z∗ Z′∗

V0

V0

In  addition,  three  types  of  one-loop Feynman   dia-
grams  without  -poles  (called  non  -pole  diagrams
hereafter) contribute to the processes under consideration.
The  first  classification  includes  non- -pole  diagrams
with  two  neutral  gauge  bosons    exchanging  in  the
loop.  In  the  calculation,    can  be    and    in  the
loop  (as  depicted  in  Fig.  4).  The  second  group  includes
non- -pole  with W  bosons  propagating  in  the  loop  (as
presented  in Fig.  5).  The  last  category  includes  non- -
pole  diagrams  with  charged  Higgs  propagating  in  the
loop (as plotted in Fig. 6).

h(p)→ ℓ(q1) ℓ̄(q2)γµ(q3)
In general, the one-loop amplitude for the decay pro-

cess of SM-like Higgs   can be ex-
pressed in terms of the Lorentz structure as follows: 

Ah→ℓℓ̄γ
1−loop =

∑
i={1,2}

∑
P={L,R}

¶
v̄(q2)
Ä
γνOP

äî
FP

i,L(qµi qν3)

−FP
i,T (qi ·q3)gµν

ó
u(q1)

©
ε∗µ(q3) (50)

OP=L,R =
1∓γ5

2
where  .  Owing  to  the  on-shell  photon  at

 

1(a)− V∗0

V∗0 γ∗,Z∗ Z′∗

Fig.  1.      Group  One-loop  Feynman  diagram  -poles
contributing  to  the  processes.  All  the  fermions,  W  bosons,
charged Higgs, Goldstone bosons, and ghost particles exchan-
ging in the loop are considered.  can be  , and   in this
calculation.

 

1(b)− V∗0
V∗0 γ∗,Z∗ Z′∗

Fig. 2.    Group  One-loop Feynman diagram  -poles contributing to the processes. All the fermions, W bosons, charged Higgs,
Goldstone bosons, and ghost particles exchanging in the loop are considered.  can be  , and   in this calculation.
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FP
i,T = FP

i,L

FP
i,L

UV

FP
i = FP

i,L FP
i

the  final  state,  the  amplitude  needs  to  follow  ward
identiy,  and  we  can  derive  the  relation  .  As  a
result, the decay rates for the processes can be computed
via  one  of  the  above  form factors.  It  is  advantageous  to
select one-loop form factors   for the later analysis be-
cause these form factors do not have the ultraviolet diver-
gent  ( -divergent).  Therefore,  all  diagrams  in  Fig.  2
and Fig. 3 can be ignored in this work, as we stated previ-
ously. Hereafter,  . The one-loop form factors 
are separated into two parts as follows: 

FP
i =

∑
V0 ≡ A,Z,Z′

FP
i,V∗0−pole+FP

i,Non−pole, for i = 1,2. (51)

The related  kinematic  variables  for  this  process   calcula-

tions are included as follows: 

p2 = M2
h , q2

1 = q2
2 = m2

ℓ , q2
3 = 0,

q12 = (q1+q2)2, q13 = (q1+q3)2. (52)

The kinematic variables also follow the relation 

q12+q13+q23 = M2
h +2m2

ℓ . (53)

B−L
FeynArt

We  first  implement  the    models  into  the
package [65]. One-loop amplitude can be gener-

ated automatically by this package. The amplitude is then
decomposed into one-loop tensor integrals. The tensor in-
tegrals  are  then reduced to  scalar  one-loop PV-functions

 

1(c)− V∗0
V∗0 γ∗,Z∗ Z′∗

Fig. 3.    Group  One-loop Feynman diagram  -poles contributing to the processes. All the fermions, W bosons, charged Higgs,
Goldstone bosons, and ghost particles exchanging in the loop are considered.  can be  , and   in this calculation.

 

V0 V1,V2

V1,V2 Z∗ Z′∗
Fig.  4.      One-loop Feynman non- -pole diagrams with two neutral  gauge bosons   exchanging in the loop.  In the calculation,

 can be   and   in the loop.
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FormCalc
FP

i,V∗0−pole FP
i,Non−pole

M2
h ,q12,q13,m2

ℓ

LoopTools

LoopTools

using  the    package[66].  The  one-loop  form
factors   and   are collected and presented
as functions of the kinematic variables   and
the  squared  internal  masses.  The  analytical  expressions
for  the  form  factors  are  written  in  terms  of  scalar  PV-
functions in the notations of   [67]. As a result,
one-loop decay rates can be evaluated numerically by us-
ing  . In the next paragraphs, we show the ana-

lytical results for the form factors group by group of the
Feynman diagrams.
 

V∗0 -pole contributions :● 
V∗0

V∗0 → ℓℓ̄
FP

i,V∗0−pole

We  first  consider  all  -pole  diagrams  as  shown  in
Fig. 1 including the decay of    in these diagrams.
The form factors   can be expressed in the form of
 

 

V0Fig. 5.    One-loop Feynman non- -pole diagrams with W boson exchanging in the loop.

 

V0Fig. 6.    One-loop Feynman non- -pole diagrams with charged Higgs exchanging in the loop.
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FP
i,V∗0−pole = −

α

(8π)MW sW

1
(q12−M2

V0
)+ iMV0ΓV0

(gP
V∗0 ℓℓ̄

)

×
ß
κhW±W∓ ×FP,W±

i,V∗0−pole

−
∑

f

κh f̄ f

(
NC

f Q f m2
f

)
FP, f

i,V∗0−pole+FP,H±
i,V∗0−pole

™
(54)

P = {L,R}for  .
From  the  fermions  f-loop  contributions,  the  form

factor is given as follows: 

FP, f
i,V∗0−pole = 4

Ä∑
j=L,R

g j
V∗0 f f̄

äî
C0+4

(
C2+C12+C22

)ó
× (0,q12,M2

h ,m
2
f ,m

2
f ,m

2
f ). (55)

gL,R
V∗0 f f̄ V∗0

γ∗

Z∗ Z′∗

V∗0 ≡ γ∗

Here,   denotes the couplings of   with the fermion-
pair in the loop. We next regard the W-boson loop contri-
butions. This is different from our previous work in [32],
where we included new parameters to unify the one-loop
form factors for both the photon and Z-poles in one ana-
lytic  expression.  In  this  work,  to  avoid  definning  new
parameters, we present one-loop form factors for  -pole
and  - or  -pole separately. In detail, the form factors
are shown for  -pole as follows: 

FP,W±
i,A∗−pole

gA∗WW
= 8
î
4M2

WC0+ (M2
h +6M2

W)(C2+C12+C22)
ó

(0,q12,M2
h ,M

2
W ,M

2
W ,M

2
W). (56)

A∗ γ∗

V∗0 ≡ Z∗ V∗0 ≡ Z′∗
Here,    is  noted  for  -pole.  The  one  form  factors  for

-pole and  -pole take the form of 

FP,W±
i,V∗0−pole

gV∗0 WW
= 4
¶

2M2
W(3− t2

W)C0+ [(M2
h +10M2

W)

− t2
W(M2

h +2M2
W)]×

× (C2+C12+C22)
©

(0,q12,M2
h ,M

2
W ,M

2
W ,M

2
W).

(57)

tW = sW/cW gV∗0 WW

Z′
Here,  we  have  used  .  In  this  formulas, 
shows the couplings of Z or   with the W-pair, which are
presented in Tables 4 and 9.

H±
In addition, the one-loop form factor with the charged

Higgs bosons   in the loop reads 

FP, H±
i,V∗0−pole =

4MW sW

πα
(gh H±H∓ ) (gA H±H∓ ) (gV∗0 H±H∓ )

×
î
C12+C2+C22

ó
(0,q12,M2

h ,M
2
H± ,M

2
H± ,M

2
H± ).

(58)

gV∗0 H±H∓

V∗0 H±H∓ V∗0 ≡ γ∗,Z∗ Z′∗
Here,  it  is  noted that   stands for  the couplings of

 with   and  .

V∗0 γ∗ Z∗

Z′∗

h→ ℓℓ̄γ

V∗0

h→ γγ h→ Zγ U(1)B−L

We  emphasize  the  following  inportant  points.  First,
for the case of the  -pole being  - and  -poles, we re-
duce  the  PV  functions  in  Eqs.  (55)−(58)  to  scalars  one-
loop functions, and then we reprodure the corresponding
results  in  [32].  Obviously,  we  have  to  replace  all  the
couplings factored out in all the above formulas from this
model to  the  HESM  respectively.  Second,  the   contribu-
tions  from  the  -pole  are  new  results  from  this  work.
Third,  we  derive  alternative  presentations  for  one-loop
form  factors  for    in comparison  with  our   previ-
ous work in [31], where the results are shown in the unit-
ary  gauge.  Last  but  not  least,  taking  the  limits  of    to
on-shell  γ  or  on-shell Z,  we  have  one-loop  form  factors
for  the  loop-induced    and    in  the 
extension of the SM.
 

Non V0-polecontributions :● 
V0

FP
i,Non−pole

We turn to one-loop diagrams without  -pole contri-
butions. The form factors   can be separated into
the form of 

FP
i,Non−pole =

∑
V1 ,V2 ≡ {Z,Z′}

FP
i,Non−poleV1 ,V2

+FP
i,Non−poleW± +FP

i,Non−pole H± . (59)

V1 V2

FP
i,Non−poleV1 ,V2

We arrive at one-loop diagrams with contributions of
two  neutral  gauge  bosons,    and  .  The  form  factors

 are also expressed in terms of PV-functions
as follows: 

FL
1,Non−pole V1 ,V2

=
1
n!
×

(ghV1V2 )(gL
Aℓℓ̄)

4π2

Ä 2∏
i=1

gL
Viℓℓ̄

ä
×

×
¶

[D2+D12+D23](0,q13,M2
h ,q23,0,0,m2

ℓ ,m
2
ℓ ,M

2
V1
,M2

V2
)

+ [D3+D13+D23](0,0,M2
h ,0,q23,q13,m2

ℓ ,m
2
ℓ ,M

2
V1
,M2

V2
)
©
,

FR
1,Non−pole V1 ,V2

= FL
1,Non−pole V1 ,V2

{(gL
V1ℓℓ̄
,gL

V2ℓℓ̄
)→ (gR

V1ℓℓ̄
,gR

V2ℓℓ̄
)},

FL/R
2,Non−pole V1 ,V2

= FL/R
1,Non−pole V1 ,V2

{q13↔ q23}.
(60)

(n!)−1

(n = 2) V1 ≡ V2 ≡ Z
Z′

W±

FP
i,Non−poleW±

Here,  the  factor    denotes  for  two  identical  internal
particles in the loop   for the case of   or
. Next, one-loop contributions of the charged gauge bo-

sons    internal  lines  are  considered.  The  form  factors
 read as follows:
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FL
1,Non−poleW±

= − αMW

πsW
κhW±W∓ (gW±ℓν̄ℓ )

2

×
¶

[D1+D13](0,q12,0,q23,0,M2
h ,m

2
ℓ′ ,M

2
W ,M

2
W ,M

2
W)

+ [D2−D23−D33](0,q12,0,q13,0,M2
h ,m

2
ℓ′ ,M

2
W ,M

2
W ,M

2
W)
©
,

FL
2,Non−poleW±

= FL
1,Non−poleW±

{
q13↔ q23

}
,

FR
i,Non−poleW± = 0.

(61)

m2
ℓ′ = m2

νℓ
= 0

h→ ℓℓ̄γ m2
ℓ′ = m2

ℓ , 0
h→ νℓν̄ℓγ

V0 H±

Ni

We note that, in this case,   in the decay chan-
nels    and    in  the  decay  channels

.  Finally,  we  consider  one-loop  diagrams  with
non-pole  ,  where  the  charged  Higgs  bosons  and
right handed neutrino   are exchanging in the loop.
 

FL
1,Non−pole H±

= −
M2

Ni

8π2
(gh H±H∓ ) (gAH±H∓ ) (gH±ℓN̄i )

2

×
¶

[D2+D12+D22]

× (q12,0,q13,0,M2
h ,0,M

2
H± ,M

2
H± ,M

2
H± ,M

2
Ni

)

+ [D2+D12+D22+D23]

× (q12,0,q23,0,M2
h ,0,M

2
H± ,M

2
H± ,M

2
H± ,M

2
Ni

)
©
,

FL
2,Non−pole H±

= FL
1,Non−pole H± {q13↔ q23},

FR
i,Non−pole H± = 0. (62)

Z,W V0

Z,Z′,W
V0

It is important to note the following arguments. When
we  take  only    in  the  non- -pole diagrams  and   re-
place the overall couplings respectively to the HESM, we
then reprodure the corresponding results in [32]. Further-
more,  including  all  the  contributions  from    and
charged scalar Higgs in the non- -pole diagrams, we de-
rive alternative results from our previous reference [31].

UV IR

UV
IR

IR
UV

Having  all  the  one-loop  form  factors,  we  can  check
the calculations by verifying the   finiteness and   fi-
niteness  of  the  form factors.  We verify  that  all  the  form
factors  presented  in  the  calculations  are  -finite  and
-finite. As there is no virtual photon exchanging in the

loop, we do not have the  -divergence in the processes.
We have confirmed the   finiteness for the form factors
analytically in [30, 32].

h→ ℓℓ̄γ
After  confirming  the  correctness  of  the  results,  the

differential  decay  rate  for    including  one-loop
contributions can be computed as follows
 

dΓh→ℓℓ̄γ

dq12 dq13
=

q12

512π3M2
h

î
q2

13

Ä∣∣FL
1

∣∣2+ ∣∣FR
1

∣∣2ä
+q2

23

Ä∣∣FL
2

∣∣2+ ∣∣FR
2

∣∣2äó. (63)

(mcut
ℓℓ̄

)2 ≤ q12 ≤ M2
h 0 ≤ q13 ≤

M2
h −q12

h→ ℓℓ̄γ

After  integrating  over    and 
,  one  then  obtains  the  total  decay  rates.  At  the

LHC,  the  signal  strengths  for   can  be  derived  as
follows: 

µB−L =
σB−L(pp→ h)
σS M(pp→ h)

ΓB−L
h→ℓℓ̄γ

ΓS M
h→ℓℓ̄γ

ΓS M
h→all

ΓB−L
h→all
. (64)

ΓB−L
h→all = Γ

S M
h→all+Γ

B−L[h→ Z′Z′]+ΓB−L[h→
3∑

i=1
NiN̄i]

Z′

Ni MNi ∼ 1
ΓB−L

h→all ≃ ΓS M
h→all

Here,  .
In  the  scenario  of  a  heavy  neutral  gauge  boson    and
heavy neutrinos    (  TeV),  we then confirm that

. Furthermore, we verify that 

σB−L(pp→ h)
σS M(pp→ h)

≃ κ2h f f . (65)

κh f fHere,   is defined as in Eq. (49). Therefore, the signal
strengths can be evaluated as 

µB−L ≃ κ2h f f ×
ΓB−L

h→ℓℓ̄γ

ΓS M
h→ℓℓ̄γ

. (66)

In  the  scope  of  this  work,  we  are  interested  in  this  limit
and take  the  signal  strengths  in  Eq.  (66)  for  the   phe-
nomenological analysis at the LHC. 

e−e+→ hγB.    Form factors for 

e−e+→ hγ
h→ ℓℓ̄γ

We  turn  our  attention  to  evaluate  cross-sections  for
 at  future  LCs.  Applying  the  same method for

,  the  one-loop amplitude  for  the  production  pro-
cess  can  be  written  in  terms  of  the  following  Lorentz
structure : 

Ae−e+→hγ
1−loop =

∑
i={1,2}

∑
P={L,R}

¶
v̄(q2)
Ä
γνOP

ä
KP

i

×
î
qµi qν3−

Ä
qi ·q3

ä
gµν
ó
u(q1)

©
ε∗µ(q3). (67)

KP
i

qµi qν3
FP

i KP
i

FP
i

Here, the one-loop form factors   are collected as coef-
ficient  of  .  By  comparing  with  the  one-loop  form
factors  ,  we  find  that  the  form factors    can be  de-
rived from   by applying the following relations: 

KP
i,V∗0−pole = FP

i,V∗0−pole; (68)

 

KP
i,Non−pole = FP

i,Non−pole |q13↔q23 for P = L,R. (69)
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h→ e−e+γ
e−e+→ hγ

The above relations can be explained by applying cross-
symmetry for converting the decay process   to
the  production  scattering  ;  see  [63]  for  more
detail.  The  differential  cross  section  for  the  production
process, including  initial  beam  polarizations,  can  be   ex-
pressed in terms of one-loop form factors as follows: 

dσpol

dcosθe−γ
=

q12−M2
h

256πq12

¶Ä
1+λ+

äÄ
1−λ−

äî
q2

13

∣∣FL
1

∣∣2+q2
23

∣∣FL
2

∣∣2ó
+
Ä

1−λ+
äÄ

1+λ−
äî

q2
13

∣∣FR
1

∣∣2+q2
23

∣∣FR
2

∣∣2ó©
(70)

λ− λ+
e− e+

q23,q13

where    and    are  the  polarized  degrees  of  the  initial
  and    beams,  respectively.  In  the  above  expression,

 are given by 

q23,q13 = −
q12−M2

h

2

Ä
1∓ cosθe−γ

ä
. (71)

θe−γHere,   is the angle between the initial electron and ex-
ternal photon.

The signal strengths for the Higgs production associ-
ated with a photon for the models at future LCs can be es-
timated as follows: 

µB−L(
√

s,λ+,λ−) =
σB−L

σS M
(
√

s,λ+,λ−). (72)

√
sHere,    is  center-of-mass  energy.  In  the  next  section,

we present  the phenomenological  results  for  the calcula-
tions. 

IV.  PHENOMENOLOGICAL RESULTS

MZ = 91.1876 ΓZ = 2.4952
MW = 80.379 ΓW = 2.085 Mh = 125
ΓH = 4.07 ·10−3

me = 0.00052 mµ = 0.10566
mτ = 1.77686
mu = 0.00216 md = 0.0048 mc = 1.27
ms = 0.93 mt = 173.0 mb = 4.18

Gµ
Gµ = 1.16638 ·10−5 −2

In the  phenomenological  results,  we  use  the   follow-
ing  input  parameters:    GeV, 
GeV,    GeV,    GeV, 
GeV, and   GeV. The lepton masses are se-
lected  as    GeV,    GeV,  and

  GeV.  For  quark  masses,  one  takes
  GeV,    GeV,    GeV,

 GeV,   GeV, and   GeV. We
work in the so-called  -scheme in which the Fermi con-
stant  is  taken  as   GeV  and the  elec-
troweak coupling  can  be  calculated  appropriately  as   fol-
lows: 

α =
√

2/πGµM2
W(1−M2

W/M
2
Z) = 1/132.184. (73)

Z′

Z′

B−L

As we show later in this paper, the mass of the   boson
is considered as a parameter. The total decay width of 
can be calculated as in [68]. As indicated in the previous
sections,  the  models    contain  an  additional  neutral

Z′ gX = gB−L

MZ′ gB−L

gauge boson   associated with the coupling   in
the gauge sector.  The limit  on   and   reported by
Tevatron [69] is 

MZ′

2gB−L
≳ 3 TeV. (74)

MZ′ −gB−L

Moreover,  from  the  electroweak  precision  test  (EWPT)
[70, 71],  one has the further constraint  on the 
parameter space as follows: 

MZ′

2gB−L
≳ 3.5 TeV. (75)

Z′

pp→ Z′→ ll̄
MZ′ MZ′ ≳ 4.8

B−L
sinθ

|sinθ| < 0.37
≤ MH ≤ 1000 Ni

e−e+→ Niν
Ni→ lW, νZ, νh

MNi ≤ MNi ≤ 80

pp→W±,∗→
Nl±→ l±l± j j MNi

≤ MNi ≤ 1000

In  the  LHC  era,  we  can  probe    via  the  processes
.  Recently,  ATLAS  [72]  and  CMS  [73]  re-

ported a lower bound of  ,   GeV. In the scal-
ar  sector,   models  include  the  neutral  Higgs H  and
mixing  angle    of  the  SM-like  Higgs  with  a  scalar
singlet χ.  According to the results  from LHC run II  data
in [74–77], we have the limits   for 150 GeV

 GeV. We also have two heavy neutrinos 
in the  neutrino  sector.  Direct  searches  for  heavy   neutri-
nos  can  be  performed  at  LCs  via  channels  ,
where  ,  etc.  At  LEP  and  LEP  II  [78,  79],
the  limits  for    are  10  GeV    GeV.  At  the
LHC [80–85],  heavy  neutrinos  mixing  to  light  neutrinos
can  be  probed  via  processes  such  as 

. The data present the limits on   as 1 GeV
 GeV. 

A.    Numerical checks confirming gauge invariance

h→ ℓℓ̄γ B−L

mcut
e−e+ = kcutMh Ecut

γ

(mcut
e−e+ )

2 ≤ q12 ≤ M2
h(1−2Ecut

γ ) (mcut
e−e+ )

2 ≤ q13 ≤ M2
h −q12

We  first  confirm  the  results  of  the  decay  rates  of
  in  vector    in  our  previous  work  [31],  in

which  the  computations  were  performed  in  the  unitary
gauge. We use the same input parameters as in [31]. The
cross-check  results  are  listed  in  Table  12.  In  the  first
column,  we  apply  the  cuts    and  ,  the
same as in [31]. As a result, the integration region is now

 and  .
The second column lists the results from this work in the
HF  gauge.  The  last  column  presents  the  results  in  [31].
We  find  that  the  two  results  are  good  agreement.  The
checks confirm gauge  invariance:  the  results  remain  un-
changed in the different gauges.

e−e+→ hγ

h→ l̄lγ

We then cross-check the cross sections for 
in  this  work  with  those  of  previous  computations  within
the SM. The results for this test are presented in Table 13.
In the first column, we select polarized degrees for initial
beams of electron and positron.  The second column lists
the results from this work. The results in the last column
are from Ref. [86]. Both sets of results are in good agree-
ment,  up  to  the  last  digits.  The  effects  of  one-loop  con-
tributing  to  the  differential  decay  rates  of    in  the

h→ ℓℓ̄γ e−e+→ hγ U(1)B−LOne-loop contributions for   and   in   extension of the standard model Chin. Phys. C 48, 053101 (2024)

053101-15



B−L
h→ ℓℓ̄γ

B−L

vector   model were presented in [31].  In this work,
we focus on the signal strengths   in both the vec-
tor  and  chiral  models  at  the  LHC.  Moreover,  we
also examine  the  signal  strengths  for  the  Higgs   produc-
tion  associated  with  a  photon  for  the  models  at  future
LCs. 

h→ ℓℓ̄γB.    Decay process  at the LHC

h→ ℓℓ̄γ
B−L

We arrive at the phenomenological results for the de-
cay process   at  the LHC in the vector  and chiral

 models. The  signal  strengths  given  in  (66)  are  ex-
amined in the following subsections. 

B−L1.    Vector  model

B−L

cθ U(1)B−L gX = gB−L

M′Z
sBL Z′

U(1)
κ→ 0, sBL→ 0

In  the  vector    model,  new  physical  parameters
are  included:  mixing angle  between two neutral  Higgses
( ),   coupling  , a new neutral gauge bo-
son  , the kinematic mixing parameter κ, and the mix-
ing angle ( ) of the two gauge bosons Z and  . For the
numerical  results  in  this  section,  we  only  consider  the
non-mixing gauge bosons (non-mixing between two 
gauges) in which we apply the limits of  .

cθ M′Z gB−L = 0.07
M′Z

2gB−L
≥ 3.5

M′Z ≥ 490

≤ M′Z ≤ 1000
0.85 ≤ cθ ≤ 0.98

In Fig.  7, the  signal  strengths  are  generated  as   func-
tions  of    and    .  In  this  plot,  we  set  .  By
considering  experimental  constraints  such  as 
TeV, the mass of the neutral gauge boson   GeV.
For  this  reason,  the  signal  strengths  are  shown  in  the
ranges of 490 GeV   GeV. The mixing angle
of  two  neutral  Higgses  is  taken  as  .  We

M′Z
Z′

Z′

find that the signal strengths are proportional to the mix-
ing angle and depend slightly on  . This shows that the
contributions  of  the  neutral  gauge  boson    are  rather
small.  The  effects  of  the  neutral  gauge  boson    on  the
decay rates for the processes are difficult  to probe at the
LHC. 

B−L2.    Chiral  model

B−L gB−L,M′Z
s′BL U(1)

c12,c13,c23

tα
tβ

MH2,3 ,MA0 ,MH± ,MNi

s′BL→ 0
c13 = c23 = 1

H1

H2 c1̂2 hH+H−

In  this  version  of  ,  together  with  the 
mixing  angle  ( )  of  two  gauge  bosons  of    gauge
groups,  we  include  three  more  mixing  angles  of  neutral
Higgses  as  ,  mixing  angle  of  charged  Higgs
with  charged  Goldstone  boson  ,  and  mixing  angle
between neutral  Goldstone bosons and CP-odd Higgs  .
The  masses  of  the  new  particles  in  this  version  are

. For  the  numerical  results,   consider-
ing  the  non-mixing  gauge  boson  case  (or  ),  we
also  take  the  simplest  case  as  .  The  mixing
angle  between    (treated  as  SM-like  Higgs  boson)  and

 is  . In this limit, the coupling of   is then de-
rived as follows: 

ghH+H− =
1
v

¶î
−
√

2µvσ
sαcα

+2M2
H± −M2

h

ó
c
α+1̂2

+
î √2µvσ

sαcα
cot(2α) s

α+1̂2+
M2

h

sαcα
s
α−1̂2

ó©
. (76)

κhVV = c
α+1̂2

c
α+1̂2→ 1

In this model,  we have  . For the phenomeno-
logical studies, we are interested in the the case (the SM
limit)  .

tα MH±

µB−L 3 ≤ tα ≤ 20
≤ MH± ≤ 1500 gB−L = 0.005

M′Z = 500
MNi ∼ O(1) vσ = 3.5

v ∼ 246 tα
vΦ vϕ vσ

MA0 = 800
−π/2 ≤

In Fig.  8, the  signal  strengths  are  presented  as   func-
tions  of    and  charged  Higgs  mass  .  The  values  of

  are  generated  in  the  ranges  of    and  600
GeV    GeV.  One  selects  ,

  GeV,  and  masses  of  right  handed  neutrinos
 TeV. Furthermore,   TeV and in com-

bination with the values of   GeV and  ,  we then
obtain    and  .  Having  the  value  of  ,  and  taking

 GeV, the value of μ can be then obtained ap-
propriately  (follows  Eq.  (37)).  In  principle, 

 

Γh→ℓℓ̄γ U(1)B−L

mcut
e−e+ = kcut Mh

cθ = 0.98,g′ = 10−3 MZ′ = 10

Table 12.    Decay rate (in KeV)   for   non-mix-
ing in unitary and HF gauges. Here,   , consider-
ing the case of  , and   GeV. The en-
ergy cut for the external photon is presented in GeV.(

kcut,Ecut
γ

)
This work Ref. [31]

(0.05,1) 0.265513 0.265498

(0.1,5) 0.239109 0.239101

(0.2,10) 0.198871 0.198859

(0.3,15) 0.160219 0.160212

(0.4,20) 0.122837 0.122831

 

σpol(
λ−,λ+

) √
s = 250(

Pe− ,Pe+
)

Table  13.      Numerical  results  in  femtobarn  (fb)  from cross-
checking  the  cross  section    with  various  different  beam
polarizations    at  CMS  energy    GeV,  com-
pared with the numerical values   in Table 1 in Ref.
[86] within the framework of the Standard Model.(

λ−,λ+
)

This work Ref. [86](
−100%,+100%

)
0.34999 0.35(

+100%,−100%
)

0.01591 0.016(
−80%,+30%

)
0.20234 0.20

 

B−L cθ M′Z

Fig. 7.      (color online) Signal strengths for the decay process
in vector   shown as functions of   and   at the LHC.
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“12 ≤ π/2
c
α+1̂2→ 1 c

α+1̂2 = 0.95

MH±

MH± µB−L tα

.  As  mentioned  above,  we  are  interested  in  the
SM  limit  .  For  example,  one  takes 
for the following plot. In this plot, we find that the signal
strengths  are  increased  with  a  developing  .  At  a  fix
value of  ,   is also proportional to  . The scatter
plot  shows  that  the  contributions  from charged  Higgs  to
the processes are significant and the effects can be probed
at the HL-LHC.

gB−L

MA0

tα = 10 MH± = 1000 M′Z = 500
µB−L

10−4 ≤ gB−L ≤ 10−2 ≤ MA0 ≤ 1200

MNi ∼ O(1)
c
α+1̂2 = 0.95

MA0

gB−L

Z′

MA0

MA0

hH±H∓

MA0

We are  particularly  interested  in  the  contributions  of
the  CP-odd  Higgs  to  the  signal  strengths.  In  Fig.  9,  the
signal  strengths  are  presented  as  functions  of    and
CP-odd Higgs mass   at the LHC. For the scatter plot,
we  take  ,    GeV,  and    GeV.
The  values  of    are  generated  in  the  ranges  of

 and 600 GeV   GeV.  The
masses  of  the  right  handed  neutrinos  are  selected  as

  TeV  and  the  mixing  angle  is  taken  as
  for the  following  plot.  We  find  that  the   sig-

nal  strengths  depend  significantly  on    but  change
slightly with  . This shows that the contribution from
  is  rather  small  in  comparison  with  those  from  chiral

Higgs scalars.  The indirect  impacts of   on the signal
strengths can be explained as follows. By changing  ,
the values of μ in Eq. (37) are varied appropriately. This
leads  to  the  change  in  the  coupling    in  Eq.  (76).
This fact  explains  that  the  signal  strengths  change   cru-
cially with  . 

e−e+→ hγC.    Process  at future lepton colliders

B−L
We turn to Higgs production associated with a photon

at future LCs within vector and chiral   versions. 

B−L1.    Vector  model

κ→ 0, sBL→ 0

cθ M′Z
√

s = 250√
s = 500

gB−L =

≤ M′Z ≤ 1000 0.85 ≤ cθ ≤ 0.98

As in  previous  cases,  we  also  consider  the  non-mix-
ing  gauge  bosons,  , for  the  following   nu-
merical  results.  In  Figs.  10,  11,  the  signal  strengths  as
functions  of    and    are  presented  at    GeV
and  at    GeV,  respectively.  In  these  plots,  we
take  the  same  previous  input  parameters,  that  is, 
0.07, 490 GeV   GeV, and  . In

LR
e−Le+R RL

e−Re+L

the left panel, we show the signal strengths in the   po-
larization  case  ( ),  whereas  those  in  the   polariza-
tion case ( ) are presented in the right panel.√

s = 250
cθ

M′Z
Z′

Z′ √
s = 500 Z′

√
s = M′Z ∼

M′Z

cθ
M′Z

Z′ Z′

Z′

Z′ µB−L Z′

At    GeV,  we  find  that  the  signal  strengths
are  proportional  to  the  mixing  angle    and  change
slightly  with  . The  plots  indicate  that  the   contribu-
tions from   are rather small.  As a result,  the effects of
  to  the  decay processes  are  difficult  to  probe at  future

LCs.  At   GeV,  around  the  -peak, 
500  GeV,  we  also  find  the  peak  of  the  signal  strengths.
Beyond the  -peak region, the same behavior of signal
strengths  as  in  a  previous  case  is  observed:  the  signal
strengths  are  proportional  to  the  mixing  angle    and
change slightly with  . It is indicated that the contribu-
tions from   are  rather  small  beyond the  -peak. Con-
sequently,  the  impacts  of    on  the  decay  rates  for  the
processes are difficult to measure at future LCs. One may
probe the contributions of   to   around the  -peak
at future LCs. 

B−L2.    Chiral  model

tα MH±√
s = 250

√
s = 500
µB−L

3 ≤ tα ≤ 20 ≤ MH± ≤ 1500
gB−L = 0.005 M′Z = 500

MNi = 10 MA0 = 800

c
α+1̂2→ 1 c

α+1̂2 = 0.95

In  Fig.  12  (and  Fig.  13),  the  signal  strengths  are
presented as functions of   and charged Higgs mass 
at   GeV (  GeV), respectively. In these
plots,  the  values  of    are  generated  in  the  ranges  of

 and 600 GeV   GeV. Further, one
selects  ,    GeV,  masses  of  right
handed neutrinos   GeV, and   GeV. As
mentioned above,  we are  also  interested in  the  SM limit

. For example, one takes   for the fol-
lowing plots.

LR RL

V0

RL

µB−L

µB−L RL

The left and right panels show the signal strengths for
the   and   polarization cases, respectively. By imply-
ing the  initial  beam polarizations,  there  are  no   contribu-
tions of one-loop non  -pole diagrams with exchanging
W boson and charged Higgs  in  the  loop for  the   case
(see  Figs.  5,  6).  This  explains  the  different  behavior  of

 in the LR and RL cases. This also explains why the
values of   in the   case are bigger than those in the

 

B−L tα
MH±

Fig. 8.      (color online) Signal strengths for the decay process
in  chiral    shown  as  functions  of    and  charged  Higgs
mass   at the LHC.

 

B−L gB−L

MA0

Fig. 9.      (color online) Signal strengths for the decay process
in chiral   shown as functions of   and CP-odd Higgs
mass   at the LHC. The vertical grey line is shown in this
Figure for distinguishing from the plotting boundary.
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LR
LR

µB−L

RL µB−L

tα

Z′

U(1)B−L

 case. Moreover, it is interesting to find that the signal
strengths increase with the charged Higgs mass in the 
case, while   decrease with the charged Higgs mass in
the   case.  The signal  strengths   are  also sensitive
to   at the fix value of the charged Higgs mass. The res-
ults show that the effects of charged Higgs bosons in the
loop are significant in comparison with the those from 
in  .  From  the  scatter  plots,  one  can  probe  the
charged Higgs contributions via the production process at

future LCs.

tα
MNi µB−L

3 ≤ tα ≤ 20 ≤ MNi ≤ 150 gB−L =

M′Z = MH± =

vσ = 3.5
MA0 =

In  Fig.  14  (and  Fig.  15),  the  signal  strengths  are
shown as functions of   and right handed neutrino mass

.  In  these  plots,  we  present    in  the  ranges  of
 and 1 GeV   GeV. We take 

0.005,    500  GeV,  and  charged  Higgs  mass 
1000 GeV. As in the previous case, having   TeV
and   800 GeV,  the  value  of μ  can  be  then derived
appropriately. We are also very interested in the SM lim-

 

e−e+→ hγ B−L
√

s = 250

LR RL

Fig. 10.    (color online) Signal strengths for the process   in the vector   model at a center-of-mass energy   GeV.
The left panel shows the   polarization case, and the right panel presents the   polarization case.

 

e−e+→ hγ B−L
√

s = 500

LR RL

Fig. 11.    (color online) Signal strengths for the process   in the vector   model at a center-of-mass energy   GeV.
The left panel shows the   polarization case, and the right panel presents the   polarization case. The horizontal grey line appears
for distinguishing from the boundary of the right scatter plot.

 

e−e+→ hγ B−L
√

s = 250

LR RL

Fig. 12.    (color online) Signal strengths for the process   in the chiral   model at   GeV. The left panel presents
the   polarization case, and the right panel shows the   polarization case.
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c
α+1̂2→ 1 c

α+1̂2 = 0.95

LR
RL

RL

µB−L

MNi

it    and  take,  for  example,    in  these
plots.  In  the  left  panel,  we  have  signal  strengths  for  the

 polarization  case,  whereas  the  right  panel  shows  the
signal strengths for the   polarization case. We find that
the signal strengths are unchanged in the case of   po-
larization  because  there  are  no  contributions  from  the
charged  Higgs  box  diagrams.  As  a  result,   must  be
unchanged with varying  . In the left panel, the signal

MNi

√
s = 250

MNi√
s = 500

strengths  depend slightly  on   at   GeV.  One
finds  more  impacts  of    on  signal  strengths  at

 GeV.

MA0

gB−L MA0

√
s = 250√

s = 500

As in  previous  discussions,  we  also  consider  of   in-
terest  the  contributions  of    to  the  signal  strengths  at
future LCs. In Figs. 16, 17, the signal strengths are shown
as  functions  of    and    at    GeV  and

 GeV, respectively. In these Figures, we set the

 

e−e+→ hγ B−L
√

s = 500

LR RL

Fig. 13.    (color online) Signal strengths for the process   in the chiral   model at   GeV. The left panel presents
the   polarization case, and the right panel shows the   polarization case.

 

e−e+→ hγ B−L
√

s = 500

LR RL

Fig. 14.    (color online) Signal strengths for the process   in the chiral   model at   GeV. The left panel presents
the   polarization case, and the right panel shows the   polarization case. The vertical grey lines appear in the Figure for distinguish-
ing from the plotting boundary.

 

e−e+→ hγ B−L
√

s = 500

LR RL

Fig. 15.    (color online) Signal strengths for the process   in the chiral   model at   GeV. The left panel presents
the   polarization case, and the right panel shows the   polarization case. The vertical and horizontal grey lines appear in the Fig-
ures for distinguishing from the plotting boundary.
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tα = 10 MH± = 1000
M′Z = 500 µB−L

10−4 ≤ gB−L ≤ 10−2

≤ MA0 ≤ 1200
MNi = 10

c
α+1̂2 = 0.95

√
s = 250
MA0

gB−L

Z′

LR√
s = 500

µB−L
√

s = 250
Z′

Z′

Z′

Z′

µB−L

gB−L

MA0 gB−L

RL
√

s = 500

following  parameters  as  ,    GeV,  and
 GeV. Furthermore, the values of   are gen-

erated  in  the  regions  of    and  600  GeV
  GeV. The  masses  of  right  handed   neutri-

nos are selected as   GeV, and the mixing angle is
taken as   for the following plots. At 
GeV, the signal strengths depend significantly on   but
change  slightly  with  . This  shows  that  the   contribu-
tion from   is rather small in comparison with the contri-
butions from chiral Higgs scalars. In the   polarization
case at   GeV, we observe the same behavior of

  as  that  in  the  previous  cases  at   GeV.  At
high  energy  regions,  the  attribution  from    in  the  loop
has more impact on the decay rates because we only con-
sider the non-mixing of Z and  .  Subsequently,  there is
no  -pole with the W-loop in this case. Futhermore, the
contributions of box diagrams with   exchanging in the
loop are much smaller in comparison with those with the
W boson loop. This explains why   depend slightly on

  in  this  case.  It  is  interesting  to  find  that  the  signal
strengths  change  significantly  for  both    and    in
the    polarized  case  at    GeV. With  the   ab-
sence of the W-boson, and charged Higgs in the loop dia-

Z′

µB−L

gB−L MA0

grams,  the  box  diagrams  with  the    internal lines   con-
tribute  to   with  more  substantial  effects.  The  signal
strengths depend crucially on   at fixing  . 

V.  CONCLUSIONS

h→ ℓℓ̄γ U(1)B−L

e−e+→ hγ
h→ ℓℓ̄γ

LoopTools

LoopTools
h→ ℓℓ̄γ

e−e+→ hγ

B−L
Z′

Z′

In this  work,  we presented one-loop form factors  for
 in the   extension of the SM. The compu-

tations  were  performed  in  the  't  Hooft-Feynman  gauge.
We  showed  that  the  production  cross-sections  for

 at future LCs can be derived by using one-loop
form factors  in  the  decay  .  The  form factors  are
expressed in terms of one-loop scalar PV-functions in the
standard notation of  . As a result, the one-loop
decay  rates,  cross-sections,  and  signal  strengths  can  be
evaluated  numerically  by  using  . In  the   phe-
nomenological results, the signal strengths for   at
the LHC and for   at future LCs were investig-
ated  in  the  physical  parameter  space  for  both  the  vector
and  chiral    models.  We  find  that  the  contributions
from  the  neutral  gauge  boson    to  the  signal  strengths
are rather small. Consequently, the effects from   in the
models  are  difficult  to  probe at  future colliders,  whereas

 

B−L gB−L

MA0

√
s = 250 LR RL

Fig. 16.    (color online) Signal strengths for the production process in the chiral   shown as functions of   and CP-odd Higgs
mass   at   GeV at future LCs. The left panel presents the   polarization case, and the right panel shows the   polariza-
tion case. The vertical grey lines in the Figures appear for distinguishing from the plotting boundary.

 

B−L gB−L MA0

√
s = 500

LR RL

Fig.  17.      (color online) Signal  strengths  for  the  production process  in  chiral    shown as  functions  of   and   at 
GeV at future LCs. The left panel presents the   polarization case, and the right panel shows the   polarization case. The vertical
and horizontal grey lines appear in the Figures for distinguishing from the boundary of the scatter plots.
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B−Lthe impacts of charged Higgs in the chiral   model on
the  signal  strengths  are  significant  and  can  be  measured
with  the  help  of  the  initial  polarization  beams  at  future
LCs. 
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APPENDIX A: PV-FUNCTIONS AND CHECKS
FOR THE CALCULATIONS

We follow the approach in [87] for tensor reductions
for one-loop integrals.  Based on the method, tensor one-
loop  integrals  with N-external  lines  can  be  expressed  in
terms  of  a  scalar  one-loop  with  one-,  two-,  three-,  and
four-point  functions.  The  definition  for  tensor  one-loop
integrals with rank R is as follows (up to four point func-
tions): 

{A; B;C; D}µ1µ2 ···µR = (µ2)2−d/2

×
∫

ddk
(2π)d

kµ1 kµ2 · · ·kµR

{P1; P1P2; P1P2P3; P1P2P3P4}
.

(A1)

P−1
j j = 1, · · · ,4In this formula,   ( ) are Feynman propagat-

ors 

P j = (k+q j)2−m2
j + iϵ. (A2)

q j =
j∑

i=1
pi

p j m j

iϵ
d = 4−2ε ε→ 0
µ2

R = 3

The momenta   are taken into account where ex-
ternal  momenta    and  internal  masses    are  involved.
The  term    is  a  Feynman  prescription.  Space-time  di-
mension d  takes the form of   with   at the
final  results.  The  parameter    is  an  overall  factor  of
tensor  integrals  playing  role  of  a  renormalization  scale.
The  reduction  formulas  for  tensor  one-loop  one-,  two-,
three-, and four-point integrals up to the rank   are as
follows [87]: 

Aµ = 0, (A3)
 

Aµν = gµνA00, (A4)
 

Aµνρ = 0, (A5)
 

Bµ = qµB1, (A6)
 

Bµν = gµνB00+qµqνB11, (A7)

 

Bµνρ = {g,q}µνρB001+qµqνqρB111, (A8)

 

Cµ = qµ1C1+qµ2C2 =

2∑
i=1

qµi Ci, (A9)

 

Cµν = gµνC00+

2∑
i, j=1

qµi qνjCi j, (A10)

 

Cµνρ =
2∑

i=1

{g,qi}µνρC00i+

2∑
i, j,k=1

qµi qνjq
ρ
kCi jk, (A11)

 

Dµ = qµ1D1+qµ2D2+qµ3D3 =

3∑
i=1

qµi Di, (A12)

 

Dµν = gµνD00+

3∑
i, j=1

qµi qνjDi j, (A13)

 

Dµνρ =
3∑

i=1

{g,qi}µνρD00i+

3∑
i, j,k=1

qµi qνjq
ρ
k Di jk. (A14)

{g,qi}µνρ {g,qi}µνρ =
gµνqρi +gνρqµi +gµρqνi A00,B1, · · · ,D333

LoopTools

Tensor    is  defined  as  follows: 
 and   are so-called Pas-

sarino-Veltman  functions  (PV-functions)  [87].  These
functions  have  been  implemented  into    [67]
for numerical computations. 

APPENDIX B: THE COUPLINGS

B−L
B−L

In this Appendix, we present all the related couplings
to the processes under consideration in this paper. We be-
gin  with  the  vector   model  and show the  couplings
in the chiral   model in the following subsections.

B−LVector  Model

Z f̄ f Zq̄q
We first derive the coupling of Z to the fermion pair,
.  To illustrate  this,  we take   with  quark q  in  the

first generation  of  matter  contents.  In  detail,  the   coup-
lings are derived as follows: 

LZq̄q ⊃ iq̄L ̸DqL + iūR ̸DuR+ id̄R ̸DdR (B1)
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= − 1
2

Ä
ūL d̄L

ä
γµZµ

[
gcWcBL − (2Q−1)g′sWcBL 0

0 −gcWcBL − (2Q+1)g′sWcBL

](
uL

dL

)
−g′YuR (−sWcBL)ūRγµZµuR−g′YdR (−sWcBL)d̄RγµZµdR (B2)

 

− sBL

Ä gXYX√
1− κ2

−g′YuL

κ√
1− κ2

ä
ūLγµZµuL − sBL

Ä gXYX√
1− κ2

−g′YdL

κ√
1− κ2

ä
d̄LγµZµdL

− sBL

Ä gXYX√
1− κ2

−g′YuR

κ√
1− κ2

ä
ūRγµZµuR− sBL

Ä gXYX√
1− κ2

−g′YdR

κ√
1− κ2

ä
d̄RγµZµdR

= − 1
12

e
sWcW

ūγµ Zµ
î
(1−γ5)(3−6QuL s2

W)− (1+γ5)(6s2
WYuR )

ó
cBL u

− 1
12

e
sWcW

d̄γµZµ
î
− (1−γ5)(3+6QdL s2

W)− (1+γ5)(6s2
WYdR )

ó
cBL d

−
î gXYX√

1− κ2
− g′

2
[YuL +YuR + (YuR −YuL )γ5]

κ√
1− κ2

ó
sBLūγµZµu

−
î gXYX√

1− κ2
− g′

2
[YdL +YdR + (YdR −YdL )γ5]

κ√
1− κ2

ó
sBLd̄γµZµd. (B3)

Z′q̄qWe next calculate the couplings of   as follows:
 

LZ′ q̄q ⊃ iq̄L ̸ DqL + iūR ̸ DuR+ id̄R ̸ DdR (B4)

 

= − 1
2

Ä
ūL d̄L

ä
γµZ′µ

[
−gcW sBL + (2Q−1)g′sW sBL 0

0 gcW sBL + (2Q+1)g′sW sBL

](
uL

dL

)
−g′YuR sW sBL ūRγµZ′µuR−g′YdR sW sBL d̄RγµZ′µdR (B5)

 

−
Ä gXYX√

1− κ2
−g′YuL

κ√
1− κ2

ä
cBL ūLγµZ′µuL−

Ä gXYX√
1− κ2

−g′YdL

κ√
1− κ2

ä
cBL d̄LγµZ′µdL

−
Ä gXYX√

1− κ2
−g′YuR

κ√
1− κ2

ä
cBL ūRγµZ′µuR−

Ä gXYX√
1− κ2

−g′YdR

κ√
1− κ2

ä
cBL d̄RγµZ′µdR

= − 1
12

e
sWcW

ūγµ Z′µ
î
(1−γ5)(−3+6QuL s2

W)+ (1+γ5)6s2
WYuR

ó
sBLu

− 1
12

e
sWcW

ūγµ Z′µ
î
(1−γ5)(3+6QdL s2

W)+ (1+γ5)s2
W6YdR

ó
sBLd

−
î gXYX√

1− κ2
− g′

2
[YuL +YuR + (YuR −YuL )γ5]

κ√
1− κ2

ó
cBLūγµZ′µu

−
î gXYX√

1− κ2
− g′

2
[YdL +YdR + (YdR −YdL )γ5]

κ√
1− κ2

ó
cBLd̄γµZ′µd. (B6)

Z f̄ f Z′ f̄ fThe general couplings of   and   with arbitrary fermions f are presented in Table 5.
B−LThe components of Higgs kinetic for the vector   model can be written as follows:

 

LK ⊃ (DµΦ)†(DµΦ) ⊃ g2vΦcθ
2

hW∓,µW±
µ +

gg′cwvΦ
2

AµW∓
µG±+

igcθ
2

(∂µhW+
µG−−hW+

µ ∂
µG−−∂µhW−

µG++hW−
µ ∂
µG+)

+
i(gsW +g′cW)

2
(AµG−∂µG+−AµG+∂µG−)
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+ i
î (gcW −g′sW)

2
cBL − sBL

g′ κ

2
√

1− κ2
ó
(ZµG−∂µG+−ZµG+∂µG−)+ i

î (g′sW −gcW)
2

sBL − cBL
g′ κ

2
√

1− κ2
ó
(Z′µG

−∂µG+−Z′µG
+∂µG−)

− gvΦ
2

Ä
g′sWcBL + sBL

g′ κ√
1− κ2

ä
ZµW±

µG∓+
gvΦ
2

Ä
g′sW sBL − cBL

g′ κ√
1− κ2

ä
Z′µW±

µG∓

+
vΦcθ

2

î
(gcW +g′sW)cBL − sBLg′

κ√
1− κ2

ó2
hZµZµ+

vΦcθ
2

î
(gcW +g′sW)sBL − cBLg′

κ√
1− κ2

ä2
hZ′µZ′µ

− vΦcθ
2

î
(gcW +g′sW)cBL + sBLg′

κ√
1− κ2

ó
×
î
(gcW +g′sW)sBL − cBLg′

κ√
1− κ2

ó
hZµZ′µ.

(B7)

We also have
 

LK ⊃ (Dµχ)†(Dµχ) ⊃ g2
XY2

Xvχsθ hXµXµ = g2
XY2

Xvχsθ
s(2BL)

1− κ2 hZµZ′µ+g2
XY2

Xvχsθ
s2

BL

1− κ2 hZµZµ+g2
XY2

Xvχsθ
c2

BL

1− κ2 hZ′µZ′µ. (B8)

Here, we have already used the relation
 

Xµ =
1√

1− κ2
X̃µ =

1√
1− κ2

(ZµsBL +Z′µcBL). (B9)

2vχsθThe Higgs potential is expanded and we collect the coupling of 
 

V(Φ,χ)⊃
î
λΦvΦ

Ä
cθ +

vΦ
vχ

sθ)+2m2
Φ

sθ
vχ

ó
hG+G− (B10)

We have used the following relations:
 

λΦ
2
=

M2
H2

4v2
Φ

(1− c2θ)+
M2

H1

4v2
Φ

(1+ c2θ), (B11)

 

λχ
2
=

M2
H1

4v2
χ

(1− c2θ)+
M2

H2

4v2
χ

(1+ c2θ), (B12)

 

λΦχ = s2θ(
M2

H2
−M2

H1

2vΦvχ
). (B13)

As a result, we arrive at
 

λΦvΦ(cθ +
vΦ
vχ

sθ)+2m2
Φ

sθ
vχ
= λΦvΦ(cθ +

vΦ
vχ

sθ)− (λΦv2
Φ+λΦχv

2
χ)

sθ
vχ

= λΦvΦcθ −λΦχvχsθ =
M2

H2

2vΦ
(1− c2θ)cθ +

M2
H1

2vΦ
(1+ c2θ)cθ − s2θ(

M2
H2
−M2

H1

2vΦ
)sθ

=
M2

H2

2vΦ
[(1− c2θ)cθ − s2θsθ]+

M2
H1

2vΦ
[(1+ c2θ)cθ + s2θsθ] =

M2
H2

2vΦ
[2cθs2

θ −2cθs2
θ]+

M2
H1

2vΦ
[(1+ c2θ)cθ + s2θsθ]

=
M2

H1

2vΦ
[2c2
θ +2sθ2]cθ =

M2
H1

vΦ
cθ.

(B14)
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B−LChiral  Model
B−LWe are going to calculate all the couplings related to the processes in the chiral   model.

The fermion Lagrangian will be expanded as follows:
 

LZ f f ⊃ ūiγµ
î
− 1

4
(1−γ5)(gcW + (1−2QuL )g′sW)+

1
2

(1+γ5)g′cWYuR

ó
c′BL ui Zµ

+ d̄iγµ
î
− 1

4
(1−γ5)(−gcW − (2QdL +1)g′sW)+

1
2

(1+γ5)g′cWYdR )c′BLdi Zµ

+ s′BLgXYui

X ūiγµui Zµ+ s′BLgXYdi

X d̄iγµdi Zµ+ ēiγµ
î1

4
(1−γ5)(gcWc′BL + (2QeL +1)g′sW)

+
1
2

(1+γ5)g′YeR cW]c′BLei Zµ+ s′BLgXYei

X ēiγµei Zµ. (B15)

 

LZ′ f f ⊃ ūiγµ
î−1

4
(1−γ5)(gcW + (1−2QuL )g′sW)+

1
2

(1+γ5)g′sWYuR

ó
s′BLui Z′µ

+ d̄iγµ
î−1

4
(1−γ5)(−gcW − (2QdL +1)g′sW)+

1
2

(1+γ5)g′sWYdR

ó
s′BLdi Z′µ

− c′BLgXYui

X ūiγµui Z′µ− c′BLgXYdi

X d̄iγµdi Z′µ+ ēiγµ
î1

4
(1−γ5)(gcW s′BL + (2QeL +1)g′sW)

+
1
2

(1+γ5)g′YeR sW

ó
s′BLei Z′µ− c′BLgXYei

X ēiγµei Z′µ. (B16)

Z′The general formulas for the couplings of Z ( ) with the fermion-pair are given in Table 10.
B−LThe components of Higgs kinetic for the chiral   model can be written as follows:

 

LK ⊃ (DµΦ)†(DµΦ)+ (Dµφ)†(Dµφ) (B17)

 

⊃ g2

2
(vΦc13c12− vφc13s12) hW±,µW∓

µ −
gg′sW

2
(cαvΦ+ sαvφ)s′BL Z′µW±

µG∓

− gg′sW

2
(cαvΦ+ sαvφ)c′BL ZµW±

µG∓+
i(gsW +g′cW)

2
(AµG−∂µG+−AµG+∂µG−)

+
i(gcW −g′sW)c′BL

2
(ZµG−∂µG+−ZµG+∂µG−)+

i(gcW −g′sW)s′BL

2
(Z′µG−∂µG+−Z′µG+∂µG−)

+
i(gsW +g′cW)

2
(AµH−∂µH+−AµH+∂µH−)+

i(gcW −g′cW)c′BL

2
(ZµH−∂µH+−ZµH+∂µH−)

+
i(gcW −g′sW)s′BL

2
(Z′µH−∂µH+−Z′µH+∂µH−)+

(gcW +g′sW)2(vΦc13c12− vφc13s12)c′2BL

4
hZµZµ

+
(gcW +g′sW)2(vΦc13c12− vφc13s12)s′2BL

4
hZ′µZ′µ+

(gcW +g′sW)2(vΦc12− vφs12)c13s′BLc′BL

2
hZµZ′µ

+
igc13(c12cα− s12sα)

2
(hW−

µ ∂
µG+−hW+

µ ∂
µG−−∂µhW−

µG++∂µhW+
µG−). (B18)

 

LK ⊃ (Dµφ)†(Dµφ) ⊃ g2
XY2

X XµXµ[G±2 G∓2 +
1
2

(vφ+R2+ iI2)(vφ+R2− iI2)]

⊃ 1
2

g2
XY2

Xvσ(−s′BLZµ+ c′BLZ′µ)(−s′BLZµ+ c′BLZ′µ)(vφ+R2)2 ⊃ g2
XY2

Xvσ(−s′BLZµ+ c′BLZ′µ)(−s′BLZµ+ c′BLZ′µ)vφ(−c13s12)h

= −g2
XY2

Xvσc13s12h(s′2BLZµZµ+ c′2BLZ′µZ′µ− s′BLc′BLZµZ′µ− s′BLc′BL Z′µZµ)

= −g2
XY2

Xvσc13s12s′2BL hZµZµ−g2
XY2

Xvσc13s12c′2BL hZ′µZ′µ+2g2
XY2

Xvσc13s12s′BLc′BL hZµZ′µ.

(B19)
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Another term in the kinematic part of the Higgs sector is expressed as
 

LK ⊃ (Dµσ)†(Dµσ) ⊃ 1
2

g2
XY2

X XµXµ(2vσ)R3 = g2
XY2

Xvσ(−s′BLZµ+ c′BLZ′µ)(−s′BLZµ+ c′BLZ′µ)s13h

= g2
XY2

Xvσs13h(s′2BLZµZµ+ c′2BLZ′µZ′µ− s′BLc′BLZµZ′µ− s′BLc′BLZ′µZµ)

= g2
XY2

Xvσs13s′2BL hZµZµ+g2
XY2

Xvσs13c′2BL hZ′µZ′µ−2g2
XY2

Xvσs13s′BLc′BL hZµZ′µ. (B20)

The Higgs potential is
 

V(Φ,φ,σ,χd) ⊃
¶
λΦvΦc13c12c2

α−λφvφc13s12s2
α+
µ√
2

s13sαcα+
µ√
2

s13sαcα

−λΦσvσc2
αs13−λφσvσs2

αs13+λΦφ1 [−c13s12c2
αvφ+ c13c12s2

αvΦ]

+λΦφ2 (−vΦc13s12+ vφc13c12)sαcα
©

G−G+h

+
¶
λΦvΦc13c12s2

α−λφvφc13s12c2
α−
µ√
2

s13sαcα−
µ√
2

s13sαcα

−λΦσvσs2
αs13−λφσvσc2

αs13+λΦφ1 [−c13s12s2
αvφ+ c13c12c2

αvΦ]

−λΦφ2 (−vΦc13s12+ vφc13c12)sαcα
©

H−H+h. (B21)

The Yukawa Lagrangian is expanded as follows;
 

−LY = YeL̄ΦeR+YuQ̄Φ̃uR+YeQ̄ΦdR+YνL̄φ̃νR+h.c

⊃ Yν
Ä
ν̄L ēL

ä( 1√
2
(vφ+R2+ iI2)

G±2

)
νR+Yνν̄R

Ä
1√
2
(vφ+R2+ iI2) G∓2

ä( νL

eL

)

=
Yνvφ√

2
ν̄LνR+

Yνvφ√
2
ν̄RνL +

sαYν(1+γ5)
2

ēG±νR+
cαYν(1+γ5)

2
ēH±νR

+
sαYν(1−γ5)

2
ν̄RG∓e+

cαYν(1−γ5)
2

ν̄RH∓e (B22)

c13,c23→ 1 H1 = h H2 c1̂2
hH+H−

In the limits of  , the mixing angle between   and   is considered to be  ; then, the coupling of
 takes the form of

 

ghH±H∓ = λΦvΦc1̂2s2
α−λϕvϕs1̂2c2

α+λΦϕ1 (−s1̂2s2
αvϕ+ c1̂2c2

αvΦ)−λΦϕ2 (−vΦs1̂2+ vϕc1̂2)sαcα (B23)

 

=
c2(1̂2)

vΦ
[M2

h(c2
1̂2
+ t2(1̂2)s1̂2c1̂2)−M2

H(s2
1̂2
− t2(1̂2)s1̂2c1̂2)]c1̂2s2

α−
µvϕvσ√

2v2
Φ

c1̂2s2
α

+
c2(1̂2)

vϕ
[M2

h(s2
1̂2
− t2(1̂2)s1̂2c1̂2)−M2

H(c2
1̂2
+ t2(1̂2)s1̂2c1̂2)]s1̂2c2

α+
µvΦvσ√

2v2
ϕ

s1̂2c2
α

+ [(M2
H −M2

h)
s2(1̂2)

2vΦvϕ
− µvσ√

2vΦvϕ
+

2M2
H±

v2
](−s1̂2s2

αvϕ+ c1̂2c2
αvΦ)

− (

√
2µvσ

vΦvϕ
− 2M2

H±

v2
)(−vΦs1̂2+ vϕc1̂2)sαcα (B24)

 

=
1
v

[

√
2µvσ

sαcα
cot(2α)s

α+1̂2+
M2

h

sαcα
s
α−1̂2]+

1
v

(2M2
H± −

√
2µvσ

sαcα
−M2

h)c
α+1̂2. (B25)
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Here, we have applied the following relations:
 

M2
h = λΦv2

Φc2
1̂2
+
µvϕvσ√

2vΦ
c2

1̂2
− (λ12vΦvϕ−

µvσ√
2

)s2(1̂2)+λϕv
2
ϕs

2
1̂2
+
µvΦvσ√

2vϕ
s2

1̂2
, (B26)

 

M2
H = λΦv2

Φs2
1̂2
+
µvϕvσ√

2vΦ
s2

1̂2
+ (λ12vΦvϕ−

µvσ√
2

)s2(1̂2)+λϕv
2
ϕc

2
1̂2
+
µvΦvσ√

2vϕ
c2

1̂2
(B27)

and
 

− v2
ϕλϕ = c2(1̂2)[M2

h(s2
1̂2
− t2(1̂2)s1̂2c1̂2)−M2

H(c2
1̂2
+ t2(1̂2)s1̂2c1̂2)]+

µvΦvσ√
2vϕ
, (B28)

 

v2
ΦλΦ = c2(1̂2)[M2

h(c2
1̂2
+ t2(1̂2)s1̂2c1̂2)−M2

H(s2
1̂2
− t2(1̂2)s1̂2c1̂2)]− µvϕvσ√

2vΦ
, (B29)

 

λΦϕ1 = [M2
H −M2

h]
s2(1̂2)

2vΦvϕ
− µvσ√

2vΦvϕ
+

2M2
H±

v2
. (B30)
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